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Este libro de problemas, que quiere ser el complemento de nuestro libro
de mateméticas de C.0.U., se ha elaborado en la confianza de que pueda ser una efi-

caz ayuda al estudiante del curso de orientacion.

No se ha pretendido dar una coleccién de problemas totalmente resueltos
en la que no queda margen al lector para realizar el necesario aprendizaje, que tan
solo se consigue mediante el trabajo personal. Se ha intentado ofrecer en cada ejer-
cicio la ayuda precisa para que el lector pueda resolverlo gradualmente, ofrecién-

dole los resultados parciales y sugerencias necesarias para ello.

El libro esta estructurado en 18 capitulos que se corresponden con el li-

bro de teoria.

En cada uno de ellos se desarrollan, practicamente en su totalidad, aque-
los ejercicios que implican la utilizacién de conceptos que no intervienen en otros
anteriores, mientras que en los ejercicios de caracteristicas similares a otros prece-
dentes se da, unas veces tan solo el resultado final y en otras, ademas, indicaciones

sobre el camino a seguir.

La adecuada resolucion de algunos ejercicios de los capitulos 8, 12, 13,
14, 16 y 17 aconseja la utilizacion de calculadoras, e incluso de calculadoras progra-
mables, en todos aquellos casos en que se precisa el calculo de los distintos valores

de una funcion en diversos puntos de su campo de definicién.

LOS AUTORES






CAPITULO 1
Espacio vectorial

Comprobar si los siguientes conjuntos son espacios vectoriales sobre los cuerpos que se indi-
can:

E={(a+b’x/§+c\/§),a,b,c60} sobre R.
E ={(a,b,c)|a,b,c€q ;a+2b= 3¢ } sobre Q.
SOLUCION

a)  Para que E sea un espacio vectorial sobre R debe estar definida una operacion binaria
interna . Podemos definirla como:

(a+b*V2+e/B) + (@ +b3V2 +cV3) = (ata) + (b+b)* V2 + (c +e' VT

siendo otro elemento de E el resultado de la misma.
Para definir la operacion binaria externa existen dificultades.
No es posible definirla como:
a(@+b*V2+cv3) =ca+ab3VZ+ac/3

puesto que no se puede asegurar que aa, ab y ac pertenezcan a Q.
Como no parece posible definir facilmente otra operacion externa con los elementos
de R, dicho conjunto no es un espacio vectorial sobre R con las operaciones indicadas.
b)  Operacion binaria interna:
(a,b,c)+(’,b’,¢)=(ata’,b+b’, ctc’)
cuyo resultado pertenece a E yaque (a+a’) +2(b +b’)=3(c + ¢’) puesto que a+2b=3c
y a+2b*=3c’.
Operacion binaria externa:
aa,b,c)=(xa,ab,ac)
cuyo resultado €s un elemento de E :
0a€Q , ab€EQ , ac€Q y aatab 2=3ac pues a+2b=3c

Definidas las operaciones veamos las propiedades de espacio vectoral.
EV.1
[(a,b,c) + (a’,b’,c’)] +(@”b"c”) =(ata’btb’ctc’) + (a”b"e”) =

1]

((a+a’)+a” s (b+b)+b”, (c+c’)y+c™ ) = (por ser la suma asociativa en Q) =
= (a+(@+a”), b+D+b") , cH(cHe) ) = (a,bc) + (a+a”, b+b”, c*+c” )=

= @bo)+ [@be)+@"b"c)] .
EvV.2
(a,b,c)+(0,0,0)=(0,0,0)+(a,b,c)=(a,b,c)

EV.3
(a, b, ¢) + (-a, ~b, —c)= (0, 0, 0)



EV4
(a,bc) + (@’ b’c)=(ata’, b+b’, c+e) = (a+a, b+b, c’+c) = (a'b’,c) + (a,b,c)
EV.5
(etB)a,be)= ((a+P)a, (a+B)b , (at+f)e )= (aatPa, ab+Pb , actHfc) =
=(ca,ab,ac) +(Ba,pb,Bec)=a (ab,c) + 8 (ab,c).
EV.6
a [(abe)+(@bc’)] =a(ata’, btb’, ctc) = (a(ata’), a(b+b’) , a(ct+e’) )=
=(aataa’, abtab’, actac’) = (aa, ab, ac) + (aa’, ab’, ac’) =a(a,b,c) + afa’b’c’).
EV.7 EV.7
(@B)ab,c) = ((@h)a, (eh)b, (aB)c )= ( offa), affb) , a(fic) )=a(Ba,pb,pc)=
= a (B(ab,c)).

EV.8
1.(@bc)=(la, Lb, Lc)=(ab,c).

Dado que se cumplen todas E es un espacio vectorial sobre Q.

2 Analizar si el conjunto de polinomios de grado mayor o igual que 4 a coeficientes raciona-
les, es un espacio vectorial sobre Q.

SOLUCION

Es evidente que tanto la suma de dos polinomios de grado mayor o igual que 4, como
el producto de un polinomio de grado mayor o igual que 4 por un elemento de Q, son ele-
mentos de dicho conjunto de polinomios.

La comprobacion de las propiedades no presenta dificultades, salvo la necesidad de ad-
mitir que el polinomio cero (y que realmente no tiene grado) pertenezca a dicho conjunto.

3 Se considera el conjunto de nitmeros reales de la forma a + /2 + /3, siendo a, b, ¢ ni-
meros racionales. Se pide comprobar que con las operaciones definidas sobre el conjunto R
de los nitmeros reales, este conjunto es un espacio vectorial sobre ().

SOLUCION
Operacion binaria interna:
(a+bv2+e/3 )+ (2’ +bV2+cV3)=(ata) + b+tb W2 + (cte)V3
Operacion binaria externa sobre Q:
a(a+bv/2+/3) =(aa)+ (b2 + (ac)V/3
Ambas dan como resultado elementos del conjunto.

La comprobacion de las propiedades d. espacio vectorial no presenta dificultad.

4 Dado el espacio vectorial R? (constituido por los elementos de la forma (a, b, ¢, d) donde a,
b, ¢, d osn niimeros reales) sobre R, indicar cudles de los siguientes subconjuntos son subes-
pacios vectoriales de R*.

a) V={(x,y,z,t)€R‘ lx=y=x=¢ xEZ}



b) V={(x,y,z,t)€R‘|x=z,y=t, xGZ,yGZ}
) V={ (x,yz,t)ER* ly=2x , t=2+z }

d) V={@myut)ER* |2y +3=0}

e) V={ (x,y5t) ER* | 2y + 3z=5 }

SOLUCION

Dado que dichos subconjuntos son no vacios ( (0,0,0,0) pertenece a los cuatro prime-

rosy (0,1,1,0) al quinto) debera comprobarse en cada caso:

b)

©)

d)

S1 a,b€V = a+bev
$2 a€R ,a€V=> qa€V

Sean a=(x,x,x,x) y b=(y,y,y,y) dos vectores de V. Se tendra:

atb= (xty,x+y,xt+y,x+y) = at+bheV
a.a = (ox,0x,0x, 0X) a€R = a.a¢V pues ax€Z

Por tanto V no es un subespacio vectorial de R*.

Sean a=(x,y,x,y) y b=(m,n,m,n) dos vectores de V. Se tendra:
a+b=(xtm, y+n x+m,y+n) = a+heyv

a.a =(ox,ay,ox,ay) a€R = a.a &V pues axEZ
Por tanto V no es un subespacio de R*.

Sean a=(x,2x,z,x+z) y b= (m,2m,n,m+n) dos vectores de V. Se tendra:
a+b=(x+m, 2x+2m , z+n , x+z+m+n) = a+beEV

a.a =(ax,20x 0z ,0xtaz) a€R = a.a€YV

Por tanto V es un subespacio vectorial de R4,

Sean dos vectores de V:
a=(ab,cd) con 2b+3c=0 1)
b=(p,qrs) con 2q+3Ir=0 )
se tendra:
a+b=(atp,b+q,ctr,d+s) ycomo,considerando (1)y (2), se tiene:
2(b+q) + 3(c+r)=2b +3c +2q + 3r=0 resulta a+beV
a.a=(ca,ab,oc,ad) ycomo 2ab+3ac=0 sera x.a€YV
Por tanto V es un subespacio vectorial de R*.

Sean dos vectores de V:

a=(ab,c,d) con 2b+3c=5 Q)
b= (P"l,l',s) con 2q +3r=5 (2)
se tendra:

a+b=(atp,b+q,ctr,d+s) ycomo,considerando (1)y (2), se tiene:

2b+q)+3(c+r)=2b+3c+2q+3r=5+5=10
de donde resulta a + b€ V y por tanto V no es un subespacio vectorial de R*.

5 Indicar si cada uno de los siguientes subconjuntos de R° definidos a continuacion constitu-
ye un subespacio de R® sobre R. (Se supone a=(x,y,z,t,u) ).



a) Todoslos a€R® talesque x=1

b) » ’ » x=0

C) 2 » »” x=y

9 7 » x.y=0

e) b2 ” ” x+y z+t+u=0
f) 2» ”» »»” x =y = o

g) ”» ” ” x +y = I
SOLUCION

a)  No es subespacio vectorial puesto que :
(Lb,cde)+ (1,p,q.rs)=(2, bt+p, ctq, d+r, ets) y 2#1

b)  Essubespacio vectorial.

¢)  Es subespacio vectorial.

d)  No es subespacio vectorial, puesto que:
8= (X,y,2,t,u) con xy=0 y a+b=(x+p,ytqztrttsutv)
b=(p,q,r,s) con p.q=0

no siendo posible afirmar que se verifique siempre que (x+p).(q+y) = 0. (Por ejemplo
en los vectores (1,0,2,3,4) y (0,1,3,5,6) no se verifica).
e)  Esun subespacio vectorial.
f)  Esun subespacio vectorial.
g)  No es subespacio vectorial puesto que :
a=(x,y,z,tm) conxty=1
y a+b=(x+p,ytqztrttsuty)
b=(pqrsv) conp+q=1
siendo x +p+y+q=(xty) +(ptq) =2

En el espacio vectorial R* sobre R se consideran los siguientes conjuntos:
a) ’ (x,y,z5t) ER* | 3x +y=0 }

b) * (xyzt)ER* | x —y=z — t=0}

c) *(:u:,y,z.,t)ER4 1 3y=1 }

d) {xyat)€R* 1z=2,t=0}

SOLUCION

a)  Essubespacio vectorial.
b)  Essubespacio vectorial. (La condicion equivalea x=y ,z=t).
¢)  No es subespacio vectorial puesto que el elemento neutro (0,0,0,0) no pertenece a él.

d)  No es subespacio vectorial por el mismo motivo.

Probar que el conjunto de aquellos vectores de R*, de la forma (a, b, ¢, d), cuyas compo-
nentes satisfacen las ecuaciones:
2a-b+c—-4d=0
b—c+2d=0
forman un subespacio vectorial del espacio R* sobre R.

SOLUCION



Sea A dicho conjunto de vectores. A no es vacio pues (0,0,0,0) € A.

Sean (x,yzt)€A y (abc,d) €EA
a,BER

comprobemos si  a.(x,y,z,t)+ 8. (ab,c,d) pertenece al conjunto A.

Si dicho vector pertenece a A quedara justificado que A es subespacio vectorial.

Se tiene:
(x,y,2,t) €A = 2-y+tz+t=0 |, y—z+2t=0 (1)
(a,bc,d)€EA = 2a-b+c+d=0 , b—c+2d=0 (2)

a.(x,y.z,t) + 8 .(ab,c,d) = (ax+Pa , ay +b , az+fc , at-+id)
2(ox + fa) — (ay+fb) + (0z +fc) + (at+fd) = 0
(ay +8b) — (az+fc) + 2(at+fd) =0
teniendo en cuenta (1) y (2).
Por tanto a (x,y,2,t) + f(a,b,c,d) pertenece a A que, por tanto, sera un subespacio de
R4,

Sean F y G dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial E sobre un cuerpo R. Sea a
un vector arbitrario de F y b un vector genérico de G. Demostrar que el conjunto de los ele-
mentos de E de la forma a a+b constituye un subespacio vectorial de E.

SOLUCION

Sea S dicho conjunto de vectores. S no es vacio pues (0,0,0,0) € S, por ser (0,0,0,0) la
suma de un vector de F, (0,0,0,0), y un vector de G, (0,0,0,0).

Sean dos vectores x e y de S. Sera:

x€S - x=a+b con a€F , hEC

YES g y=c+d con c€F ,deC

y portanto x+y=(a+b)+(c+d)=(ate) +(b+d) con ateEF y b+dEG.
Se tendra pues que x +y es un elemento del conjunto S.

Analogamente se comprueba que si x €S también «.x €S y, en consecuencia, S ,
es un subespacio vectorial del espacio vectorial E.

¢Cudl es el subespacio de R* engendrado por los vectores a = (1,~1,0,0), b = (1,1,0,1),
c=(2,0,1,1)?

SOLUCION

El subespacio S engendrado pora, b, c:
5= { (yzt) €R* 1 (xy,2,8) = o(1,-1,0,0) + B(1,1,0,1) + %2.0,1,1), a8y ER }
esta formado por las combinaciones lineales de los dados.
Los elementos de S podran expresarse del siguiente modo:
(xyzt)y=(@+f+2y,-a+pf,7v,8+7)

o bien
x= a+p+2y
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y=—a+§
=y
t= B+v
Dando valores a @, § , v obtendremos todos los vectores de S.
Si entre las ecuaciones anteriores eliminamos a, 8 , v obtendremos las expresiones
analiticas, cartesianas o implicitas del subespacio.
La tercera ecuacion nos dice que z = 7. De acuerdo con ella, la cuarta nos dice:
=t —-z
de donde se obtendra de la segunda: a=t-—-z—-y
y finalmente, sustituyendo estos resultados en la primera ecuacion, se obtiene:
x+y-2t=0
Asi pues:
S = {(x,y,z,t)€R4 l x+y-2t=0 }

Se dan tres vectores del espacio vectorial R* sobre R
a= (0,172’3) s b= (“131,21_‘2) y €= (_2)"1,152)
los cuales generan un subespacio de R®. Caracterizar los vectores v = (x,y,z,t) pertenecien-
tes a este subespacio.
Resolver la misma cuestion con los vectores
w= (1327330) y WS (—151;25“2) y R (3:03_1’4)
SOLUCION

a)  Sea S el subespacio engendrado por a, by e. Sera:

5= {xyat) ERY | (xyzt)= (0,123 (-1, 1,2~ 2)+y(-2.~1,1,2), afy ER }

lo que nos permitira escribir:

x= ~f-2y
y= a+f— 7
z=20+28+
t=30-28+2y

que es la expresion paramétrica del subespacio S.
Eliminado a, B y 7 entre las ecuaciones anteriores se obtiene:

5x -7y +5z—-t=0
y por tanto se puede escribir finalmente:

§= {(x,y,z,t)e R* I 5x -7y +52—-t=0 }
b)  Sea S el subespacio engendrado por w,u , n, Seri:
$={ (xy.2t) ER® |(xyet)= a(1,2,3,00H5(-1,1,2,-2)+(3.0,-1.4), a7 ER }
y al expresion paramétrica de S vendra dada por las ecuaciones:
x=a— f+3y

y=2a+ B
z=3a+28 — v
t=  -28+4y

Para obtener la expresion cartesiana de S debemos eliminar los parametros entre ellas
y obtenemos



x= a— B+ 3y a=x+f-3y

y=2a+ B8 y=2x+8-37)+8 y=2x+ 38— 6y
z=3a+28—- v z2=3(x+B-37)+2—v { 2=3x + 58 ~ 10y
t= —28+48 t=—28+4y t= 28+ 4y
B_y—2x+67
3
y —2x + 6y
z2=3x+5 ——m— _ 10y 3z=9x + 5y — 10x + 30y — 30y
3 y —2x + 6y
t=—2———3—-+47 3t=—2y +4x — 12y + 12y
{x——5y+3z=0
4x ~ 2y —3t=0

(las ecuaciones cartesianas que definen S no estan univocamente determinadas).

Determinar X y p de manera que el vector (X, p, —37, —3) pertenezca al subespacio de R*
engendrado por los vectores (1,2,—5,3) y (2,~1,4,7).

SOLUCION
El vector debe ser combinacion lineal de los vectores: (1,2,—5,3) y (2,—1,4,7). O sea:
A,p,-37-3). =a(1,2,~5,3) +§(2,~1,4,7)

es decir:
A= a+ 28
p= 20— §
—37=-5a+ 48
3= 3a+78
Del sistema formado por las dos tltimas ecuaciones se obtiene paraay B :
247 126
ax a=— , = - —
47 47
valores que sustituidos en las dos primeras ecuaciones nos dan losde Ay p :
247 126 5 247 126 620
A=m—— +2 (- —= )= — p=2. (- = )=——
47 47 47 47 47

En R3, buscar si el vector a=(3,3,3) pertenece al subespacio engendrado por los vectores:
v=(1,-12) y w=(213)
¥, en caso afirmativo, hallar los escalares x e y talesque a=x . v+y.w
SOLUCION
Debera ser:
3.33)=x(1,-1,2)+y (2,1,3)
es decir:

x+2y=3
—x+ y=3

1
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14

A&+ 3y =3
De las dos primeras ecuaciones se deducen los siguientes valores:
x=-1 y=2
que no verifican la tercera ecuacion puesto que:
2(-1H+3.2+3

por lo que no es posible expresar a como combinacion lineal de vy w.

Indicar si el subespacio de R* engendrado por los vectares a = (1,2,-5,2) y b = (1,2,3,1)
contiene al vactor x = (2,14,-34,7).
SOLUCION
Debera ser:
(2,14-34,7)=h (1,2,-5,2) + k (1,23,1)
que equivale al sistema:
ht+ k= 2
2h+2k= 14
—~5h + 3k=-34
2h+ k= 7
Tomando las dos primeras ecuaciones y simplificando la segunda se obtiene:
h+ k= 2 h+k=2
2h +2k=14 h+k=7
sistema que no puede tener soluciones. Luego x no pertenece al subespacio engendrado por
aybh

En el espacia R? se dan los vectores:
a= (L33} , b=(2~L1) , c=(LO1) , d=(0,L))
Demosirar que el subespacio engendrado por los vectores a y h es el mismo que el engen-
drad PW‘QS‘ ‘.,v-e_yd.
SOLUCION
Sea F el subespacio engendrado por a y b.
Sea G el subespacio engendrado por ¢ y d.

Como av~ ¢+24 1
b=2¢— 4 ®

todo vector que sea combinacion lineal de a y b serd combinacion lineal de ¢ y d.Es de-
cir:
FC 6

Como de (1), despejando ¢ y d se obtiene:
a 2b

e;q—,-‘--———-

5
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2a b
d= = _ —
5 5
todo vector que sea combinacion lineal de ¢ y d sera combinacion lineal de & y b. Es de-
cir:
G CF

de donde se deduce la igualdad de ambos subespacios.

Dados tres vectores u, v, w de un espacio vectorial E sobre un cuerpo K, ;cudl es la condi-
cién que debe cumplirse para que el subespacio engendrado por u y v sea el mismo que el
engendrado poruy w?.

SOLUCION
Sean Sy T los subespacios engendrados, respectivamente, por (w,v) y (a,w).
$=T « SCT y TCS
SCT = todo vector de S es también un vector de T

como v € S v debe ser combinacion lineal de n y w
v=a.ut+b.w 4))

TCS = todo vector de T es también un vector de $
comow € T * w debe ser combinacion lincal dew y v

w=c.ut+d.v @
Por tanto las condiciones (1) y (2) son necesarias para que S=T.

Veamos que son también condiciones suficientes:

SC T

x€S = x=om+fv = x=ou+fan+bw) = x=(atfam+ (Fd)w
= x€T

TC S

x€T = x=M+dw = x=la+dcutdv) = x=A+dchm+ (ddy
= x€8§

Sean los vectores a=(1,0,2,4), b = (0,1,9,2), ¢ = (-4,2,10,— 12}, Calcular los escalares a y §
talesque c=aa+PBh

SOLUCION
Debera ser:
(—4,.2,10,-12)=« (1,0,2,4) + 6 (0,1,9,2)
es decir:

a = -4
g= 2
% 20+ 98= 10
4o+ 28= 12



Evidentemente para que se satisfagan als dos primeras ecuaciones debera ser:
a=-4 =2
y si estos valores satisfacen a las dos restantes habra solucion del sistema. Como
2(-4)+9.2= -8+18=10
4(-4H+2.2=-16+ 4=-12

los valores de @ y f son los valores buscados.

17 Dado el espacio vectorial R® sobre R, determinar cudles de los siguientes sistemas de vec-
tores son linealmente independientes:
a) {(0,0,0),(1,11)]
b) {(1’_213)1(3"‘6’9)}
C) {(19_2,3)9(3’2911}
d) {(0,1,-2), (1,-L1),(1,2,1)}
e) {(092’—4), (1’_211)7 (I’_4’3)}
N {(,-1,-1),(23,1), (-1,4,2), (3,10,8)}
SOLUCION

a)  Eslinealmente dependiente por contener el vector (0,0,0).
b)  Eslinealmente dependiente puesto que: (3,-6,9)=3 . (1,-2,3)

¢)  Veamos si es linealmente independiente. Debe ser:

a(1,-23) +8(3.21)=(0,0,0) - a=g=0
Esta condicion equivale al sistema :
a+38=0
3—2a+2ﬂ=0
3a+ =0
que debemos resolver:
a+38=0 a=-3f a=—3p a=-38
—2a+28=0 —2a+28=0 l68+28=0 =0 a=0
3a+ $=10 3a+B =0 (3a+ =0 3a+p=0 18=0

Asi pues los vectores son linealmente independientes.
d)  Para ver si son linealmente dependientes o independientes hemos de ver si
«(0,1,-2) +8(1,-1,1) + v(1,2,1)= (0,0,0) > a=8=y=0

Esta condicion equivaleal sistema:

B+y=0
a—P+2y=0
~20+f+y=0

cuya soluciones a=g=y=0
Por tanto los vectores son linealmente independientes.
€)  Son linealmente independientes.
f)  Comprobar si son linealmente independientes da lugar al sistema de ecuaciones:
a+28— y+3A=0
58+ 3y +13x=0
14 3B+ y+1Ix=0



para cuya resolucion aplicaremos el método de reduccion:

at 28— v+ 3A=0 at 28— v+ =0 (a+ 28— v+ 3N=0
? 156+9 y+39y= 0 156+ 9y+39 A=0 156+ 9y+39 A= 0
158+5y +55A+0 —4y+163= 0 v=4
y de aqui:
y=4 , B=-50 , a=1Ir

lo que nos dice que los vectores son linealmente dependientes ya que basta tomar, por ejem-
plo, A=1, a=11 , =_5 , y=4 , para tener una combinacion lineal igualadaa 0 sin
que los coeficientes sean necesariamente nulos.

:18 | Comprobar que son linealmente independientes los siguientes vectores de R3:

a= (15012) ; h = (“191’2) H c= (0129_3)
SOLUCION

Comprobar si son linealmente independientes da lugar al sistema:

g+2y=0
20+ 28 —3y=0
cuya solucion es a=f=7y=0.

3 a— =0

19 Averiguor qué valores de a € R hace linealmente dependientes a los vectores de R* siguien-

tes:
v=(1,1,a) ) w=(2,1,a) s “=(0’111)

SOLUCION
Para que sean linealmente dependientes la ignaldad

Av+tuwtpou=0
no debe implicar A=u=p=0.

La condicion es equivalente al sistema:

A+ u+p=0
A+2u0 =0
aAtau+p=0
Resolvamoslo
= —2u
24+ p+p=0 —u+p=0 3 u=p
a(-2u) tau+p=0 —au+p=0 —ap+p=0
sil-a#0 = p=0=> u=0 =A=90
p(1—a)=0
si 1—a=0 puedeser p#0,u#0,0#0

Asi pues para que sean linealmente dependientes debe ser a=1.

@ Determinar a y b de manera que los vectores (3,-2,—1,3),(1,0,2,4),(1,—-3,a,b) sean lineal-

15
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mente dependientes.
El mismo problema con los vectores: (1,2,4,1) , (a,1,2,3) , (0,1,b,0)
Indicar en cada caso la relacién de dependencia.

SOLCUION

a)  Seran linealmente dependientes si existen a« y B tales que:
(1,-3.ab)=a(3,-2,-1,3) +8(1,0,2,4)

lo que nos da el sistema:

3a+ p= 1 - a2 g X
—20 =-3 2 2
—a+28= a
3a+48= b
Partiendo de estos valores de a y B obtenemos de las dos tltimas ecuaciones:
17 19
a= e —— N = e—
2 2
que son los valores de a y b descados. La relacion de dependencia sera pues:
1,-3 17 19)"3(3 2,-1,3 4 1,0,2,4
(1_5“21“‘2 2 s—,_v)—‘2(qu)
b)  Se obtiene en este caso el sistema:
1=aa -
2=a+ﬂ =3 a:-l—, ﬁ:-i1 a=3 s b_—._‘—
a=2a+fb 3 3 5
1=3a

Siendo la relacion de dependencia:

7
1,231 =—@3,1,23)+—@©01,—, 0
1231 =< G123+ SO <, 0)

Demostrar que los vectores a = (x,y), b= (z,t) de R? son linealmente dependientes si y solo
si se verifica:

x.t-y.z2=0
SOLUCION

La condicion es necesaria: a y b dependientes = x.t—-y.z=0

En efecto:

a y b dependientes =  existe X tal que a=Ab estoes:

xy)=A(z, t) = x=Az , y=At de donde se obtiene, eliminando
A entre ambas ecuaciones: .
x y
—_— = = xt=y.z R id xt--yz=0
z t

La condicion es suficiente: Si x.t —y.z =0 los vectores a y b son linealmente dependien-
tes.

En efecto:
X

= (llamando X a la razén comin)
t

x
xt—yz=0 = xt=yz =* — =
z
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x y :{x=7\z

A=— | A= = (x,y)=(z,A)=Nz,t) = a=rb
y=At

z t

es decir, a y b son linealmente dependientes.

Dados el espacio vectorial R® sobre R y el conjunto de vectores de R3:

s=1{ (1,21)(232),323),(1,L1) }
hallar en S un conjunto mdximo de vectores linealmente independientes, T, y expresar los
restantes vectores como combinacién lineal de los elementos de T.

SOLUCION
El vector (1,2,1) es linealmente independiente por ser distinto del vector (0,0,0).

Los vectores (1,2,1) y (2,3,2) son linealmente independientes ya que no existe un nu-
mero real que multiplicado por uno de ellos nos dé el otro.

Veamos si los vectores (1,2,1),(2,3,2) y (3,2,3) son linealmente independientes.

Obtenemos el sistema:

a+28+3y=0 3a+25+37=0 a+28=-3y
20+ 38+ 2y=0 20+ 38+2y=0 ' 2a + 36 =2y
a+28+3y=0

De las dos dltimas ecuaciones se obtiene: a=5y , f=—4y y por tanto los vecto-
res considerados son linealmente dependientes.

Veamos si los vectores (1,2,1),(2,3,2),(1,1,1) son linealmente independientes.

Obtenemos el sistema:

at+28+v=0 at+28+v=0 a+28+y=0
2a+38+y=0 20+36+7=0 2a+ﬁ .=0
a+28+y=0

De las dos ultimas ecuaciones se obtiene: a=vy=_f vy por tanto los vectores consi-
derados son linealmente dependientes.

Por tanto el conjunto T buscado es T = :(1,2,1),(2,3,2) $ .

De acuerdo con las soluciones de los sistemas anteriores resulta:

5(1,2,1) — 42,3,2) +(3,2,3) =(0,00) = (3,2,3)=-5(1,2,1) + 42.3.2)
~1(1,2,1) + 1(2,3,2) + (—1)1,1,1) =(0,0,0) = (L,1,1)=(2,3,2) - (1.2,1)

que expresan los vectores (3,2,3) y (1,1,1) como combinacion lineal de los elementos de T.

Demostrar que si tres vectores de R® son linealmente independientes, los vectores que resul-
tan de sumarlos dos a dos también lo son.

SOLUCION
Sean a,b,c linealmente independientes.
Counsideremos los vectores: a+b , a+¢ ,b+e¢c .

Para demostrar que estos vectores son linealmente independientes planteemos la igual-

17
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a@a+b)+p@+te)+yb+e)=0
que por las propiedades de espacio vectorial puede escribirse en la forma:
@+Pat(@+yb+@E+y)e=0

Pero como a, b , ¢ son linealmente independientes, esta igualdad implica:

a+p=0
aty=0
B+y=0

sistema que a su vez implica: @a=f=9=0 , lo que nos dice que los vectoresa ,+ b,a +¢,
b + ¢, son linealmente independientes.

Obsérvese que en la demostracion no ha intervenido para nada el hecho de que el es-
pacio vectorial fuera R® por lo que la propiedad demostrada es valida en cualquier espacio
vectorial sobre R.

Demostrar que si en un espacio vectorial E sobre R, los cevtores a,, a3, ..., a son lineal-
mente independientes, también lo son los vectores:

b=a, , by=a; +a, , b3 =a; +a, +33,...,bn=a, +a, +...+a,

SOLUCION
Planteemos la igualdad:
My by +uy by +pus by +---+#n b"=0
que equivale a:
Biay tpy (ag fa) s (@ ta tag)t b (a tag t. -.t+a)=0
la cual por las propiedades de espacio vectorial podra escribirse en la forma
My tup +.. ‘+ﬂn)31 +ug tpst. -+ﬂn)12 +..tu 1,,:0

y de la que, teniendo en cuenta que los vectores a, son linealmente independientes,deduci-
mos que:

My g tus ol +un=
[TPR o T7 +u =0
Uz +..... +p =
B, =
sistema cuyas soluciones son : u; =g, = ... = 0 , lo que nos indica la independencia li-

neal de los vectores b, .

Demostrar que los vectores (1,0,0),(0,2,0), (0,0,~1) forman una base de R>.
SOLUCION
a) Son linealmente independientes.

b) Cualquier vector (a,b,c) € R? puede expresarse como combinacion lineal de los dados:

b
(@b0) =a(10,0) + — (020) —¢(00,-1)
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Dado el vector v E R® y la base del ejercicio anterior sabemos que es:

v=5.(1,0,0)+ 3.(0,2,0)—4.(0,0,-1)
Se pide hallar las componentes del vector v en la base obtenida sumando dos a dos los ele-
mentos de la base dada.

SOLUCION
La nueva base esta constituida por los vectores: (1,2,0), (0,2,—1), (1,0,-1).
Si lamamos a, 8, ¥ alas componentes de v en esta base se verificara:

v=a(1,20)+80,2-1) +7(10,-1)

es decir:

5 (1,0,0) + 3(0,2,0) — 4 (0,0,-1) =« ('1,2,0) +£(0,2,-1) +v(1,0,-1)

Pero teniendo en cuenta como se han obtenido los vectores de la nueva base, resulta:
5(1,0,0)+3(0,2,0)—4(0,0,—1)=a((1,0,0)+(0,2,0)]+8[(0,2,0)+(0,0,— 1) }+7{(0,0,~1)+(1,0,0)]

que nos permite escribir:

S5=a+y
3=a+8
—4=f+y

Las soluciones de este sistemason: a=6 , §=—-3 , y=-1 y son las componentes
solicitadas.

Sea E un espacio vectorial sobre R. Sea u, w una base de E. Se pide:
a)  Demostrar que los vectores z=u + w y t=u— wconstituyen una base de E.
b)  Descomponer el vector v=3u — 5w en la base formada por los vectoresz y t.
SOLUCION
a)  Son una base puesto que son linealmente independientes (Corolario 6.3).
az+ft=0 = a@+tw)+fu-w)=0 = (@+PfHu+@-Hw=0 =
a+8=0
{ a-$=0
b) Ilamemos a y b alas componentes del vector v en la nueva base. Tendremos:
v=az+bt=a(utw)+(u—w)b=(@a+b)ut(a—b)w=3u—-5w
y obtenemos el sistema:

{ 3=a+b

= a:ﬁ:O

—5=a—b

cuyas soluciones son: a=-1,b=4,
Asipueses: v=(-1)z+4t

Dado el espacio vectorial C sobre R (C es el conjunto de los niimeros complejos) demostrar

1 {I,i}esunabase.
2) {a+bi,c+di} esunabasesi a.d—b.c#0.

SOLUCION
1) Como a.1+8.i=0 implica «a=f=0 son linealmente independientes.
19
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Por otra parte se ticne para todo elemento a+bi de C:

a+bi=a.l+b.i
Portanto {1,i} esuna basedeC.

2) Paraque {a+bi,c+ di} seaunabase de C dichos vectores deben ser linealmen-
te independientes, y para ello, considerando el resultado del ejercicio 21 , debe verifi-
carse : a.d—b.c#0.

Dados los vectores v=(0,1,1) y w=(3,2,—5) de R? se pide:
a)  Demostrar que son linealmente independientes.

b)  Hallar otro vector tal que forme con ellos una base de R2.
(Nota: Tomese como base de partida la canénica).

SOLUCION
a)  Laigualdad
A (0,1,1) + i (3,2,-5) = (0,0,0)
equivale a :
3u=0
A+2u=0
A~5u=0

sistema que implica A=u= 0, por lo que los dos vectores son linealmente independientes.
b)  En la base canonica la expresion de (0,1,1) es :
0,1.1)= 0.(1,0,0)+1.(0,1,0) +1.(0,0,1)
por lo que , segiin lo visto en la demostracion del teorema de Steinitz, se podran sustituir in-
distintamente los vectores (0,1,0) 6 (0,0,1) por el dado para formar una nueva base,
Sustituyamos, por ejemplo, el segundo, con lo que los vectores

§(10.0) , QL) , (0.0,1)}
forman otra base de R?. En ella (3,2,—5) puede expresarse como:
(3.2,-5)= 3(1,00)+2(0,1,1)- 7(0,0.1)
y como antes, cualquiera de los vectores en los que el escalar en esta expresién es distinto de
eero, puede ser sustituido por el vector dado. Si escogemos el primero la base pedida puede
ser :

13.2-5) , @11 , OO}

Sabiendo que los vectores a=(1,0,0,0), b= (0,1,0,0), ¢ = (0,0,1,0} y 4 = (0,0,0,1) constitu-
yen una base de R* se pide determinar una nueva base del mismo espacio vectorial, de la
que una parte esté constituida por una base del subespacio de R* engendrado por los vec-
tores

u= (2’_2;3’1) y ¥ = (—1’4;—672} y w= (1114’_211-7}

SOLUCION

No presenta dificultad comprobar que los vectores u , v y w son linealmente  inde-
pendientes y por tanto serin una base del subespacio que engendran.

Expresemos el vector w en la base canonicaa,b,c,d :
(2,-2,3,1) = 2(1,0,0,0) - 2 (0,1,0,0) + 3 (0,0,1,0) + 1 (0,0,0,1)
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Como todos los escalares son distintos de cero cualquier vector de la base canonica se
puede sustituir por el dado para obtener una nueva hase. Sustituyendo el primero se tiene:

2(2,—2,3,1) ,» (0,1,0,0) , (0,0,1,0) , (0,0,0,1)2
que es otra base del espacio vectorial.

En ella el vector v puede expresarse como:

: 1 9 5
(-1,4,-6,2)= — —2—(2,—2,3,1) +3(0,1,0,0) + (- E)(0,0,1,0) +-2- (0,0,0,1)

lo que nos permite sustituir el segundo de los vectores de la base canonica para obtener:
3(2,—2,3,1) , (-1,4,-6,2), (0,0,1,0) , (0,0,0,1)2
que es otra base del espacio vectorial.
En ella el vector w puede expresarse como:
(1,14,-21,-7) = 3 (2,-2,3,1) + 5 (-1,4,-6,2) + 0 (0,0,1,0) — 20(0,0,0,1)
Se pueden sustituir todos menos el (0,0,1,0).

Si queremos mantener w y v en la base deberemos usar para efectuar la sustitucion
el vector (0,0,0,1), de modo que la base pedida es:

§@-231) , (-1.4-62) , (0010) , (1,14-21,-7)}

En R* se consideran los tres vectores (1,4,—1,10), (6,10,1,0) y (1,2,1,1). Demostrar que
son linealmente independientes. Encontrar un vector que, junto con los dados, constituyan
una base de R*. (Se escogeré un vector que tenga el mayor nimero posible de componen-
tes nulas). En dicha base hallar las componentes del vector a = (- 1,5,-2,3).
SOLUCION

No presenta dificultades comprobar que son linealmente independientes.

Para encontrar una hase de la que formen parte los tres vectores dados, como  hemos
efectmado en el ejercicio anterior, aplicamos la sustitucion progresiva a la base canonica.
Puesto que:

(1.4,-1,10)= 1 (1,0,0,0) + 4 (0,1,0,0) — 1 (0,0,1,0) + 10 (0,0,0,1)

puede tomarse como base

2(1,4,—1,10) » (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)2
En esta base
(6,10,1,0)= 6 (1,4,-1,10) — 14 (0,1,0,0) + 7 (0,0,1,0) — 60 (0,0,0,1)
por lo que puede tomarse como nueva base
3(1,4,-1,10) , (6,10,1,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1) z
en la cual

4 3 47
@211)= - — (14-110)+ = (6,10,1,0) +0(00,1.0) +— (0,00,1)

por lo que definitivamente puede tomarse como base pedida:
2 (1.4,-1,10), (6,10,1,0), (0,0,1,0), (2,2,1.1) 2

Hallar las dimensiones de los subespacios considerados en los ejercicios anteriores.

.
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SOLUCION

En el ejercicio 30 los vectores u,vy w han resultado linealmente independientes y
al ser generadores del subespacio todo vector de éste sera combinacion lineal de ellos.

Dichos vectores forman pues una base del subespacio por lo que la dimension de éste
sera 3.

Por razones analogas, en el ejercicio 31 el subespacio engendrado es de dimension 3.

Demostrar directamente el teorema 7.2.
SOLUCION

Teorema 7.2.

(TR

Dado cualquier subespacio V de dipension “p”” en un espacio de dimension “n’(p<in)

podemos encontrar una base {e;,e,,..., LA L } en E de manera que { e,
UYRRN } sea una base de V.
En efecto:

Puesto que V es de dimension p éste es el niimero de elementos de sus bases. Sea
{el,eg, - ,ep} una de ellas.

Los vectores 3 e;,...,e son linealmente independientes. Sitodo x €E fuese
combinacion lineal de ellos, formarian una base de E, p =n , y el teorema esta demostrado.

Si algin x €EE no es combinacion lineal de ellos, sera linealmente independiente con
ellos. Designemos por e oy AUD tal vector y consideremos el conjunto {el yer €€ }

Los vectores ‘ e, 8 } son linealmente independientes.

Si todo x €E es combinacion lineal de ellos, forman una base de E, p + 1=n, y por
tanto el teorema esta demostrado.

Si algiin x € E no es combinacion lineal de ellos, sera linealmente independiente con

ellos. Lo designamos € ¥ consideramos el conjunto { €1, 1€ €0, €, } .

Los vectores { €1, € son linealmente independientes y el razona-

p’ epu ? emz }
miento puede seguir hasta llegar forzosamente a p +i=n puestoque p<n.



CAPITULO II
Aplicaciones lineales. Matrices

Comprobar si la aplicacién f: R* —— R® definida por f(%,y,2,t) = (x—t,y—t,z—t) es line-
al.

SOLUCION

Para que sea lineal debe cumplir:

ALl f[(x,y.z,t) + (X2 0)] = f(x,y,2,t) + £(xy 2 0)
AL2 [ M(x,y,z,t)]= A f(x,y,2,t)

Comprobémoslo:

ALl f[(x,yzt) + (X2’ )] = f(x+x’, y+y’, 242, t+7) =
=((x+x)—(t+t) , (y+Hy)—(tHt) , z+2)-(t+t) ) =
=((x-t)+Hx'-t) , -y -t), —)HE-t) )=
= (x—t, y—t, z—t) + (x’—t", y'—t’, 2’-") = f(x,y,2,t) + f(x’y’z"t)

AL2 [ A (x,y,2,t)] = f( Ax, Ay, Az, At) = (Ax—At, Ay—At, Az—At) =
=@ (x —t), Ay—t), Mz —t) ) =X (x—t, y—t, z—t) = A f(x,y,z,t)

Demostrar que la aplicacion f:R* — R?® definida por f(x,y) = (x,y,0) es lineal.
SOLUCION

ALl fl(ab)+ (c,d)] = f(a+c , b+d) = (atc , b+d, 0) = (a,b,0) + (c,d,0) = f(a,b) + f(c,d)
AlL2 f[A (a,b)]=f(Aa, \b)=(Aa, Ab, 0) =X (a,b,0) = f(a,b)

Comprober si la aplicacion f:R® — R® tal que f(x,y,z) = (x+y, x+z , x+y) es lineal.

SOLUCION

ALl f[(a,b,c) + (d,e,D]x f(atd, yte, cH) = ((at+d)+(b+e), (atd)+(ctHf), (a+d)+(bte))
= (atb , atc, atb) + (d+e), d+H, d+e) = f(ab,c) + f(d.e.f)

AL2 f[ X (a,b,c)]= f(Aa, Ab, Ac) = (Aa+Ab, Aa+Ac, Aa+Ab) = A(a+b, ate, a+b) = A f(a,b,c)

;Es lineal la aplicacion f:R*—— R definida por f(x,yz,tu)=x+y +tz+t+u?

SOLUCION
No presenta dificultades comprobar que se cumplen ALl y AL.2.

Demaostrar que la aplicacion f:R* ——> R definida por f(x,y)=x -y + 1 no es linval.
SOLUCION

No es lineal puesto que no se cumple AL L. En efecto:



SO

fl(xy)+ (@) 1=f(xtz, y+)y=(x+z) - (y+t) +1
y en cambio

fxy) +iet)=(x—-y+1)+@z-t+D=(x+z)-(y+t)+2

Podria también haberse comprobado que no se cumple Al.2.

En la aplicacion lineal del ejercicio 2 hallar la imagen del subespacio de R?
V={(xy)ER* lx+y=0}
SOLUCION

La aplicacion del ejercicio 2 es : f(x,y) = (x,y,0) , por lo que:

(V)= {ixn) 1 eNEVE = { xy0)ER Ix+y=0} ={ (x,x0)€R? }

En la aplicacién lineal del ejercicio 2 hallar la antiimagen del subespacio de R3:
W= {(x,y,z)€R3 | x +y=0,z=0}
SOLUCION
El conjunto W puede escribirse como W= { (x,—x, 0)ER? } . Tendremos:

£1 (W)= { (xy)ER? | f(xy)EW } {(x,y)eRf |(xy,0) €W} =
= {@yeR I x+y=0} ={ x —xeRr?}

il

[

De las aplicaciones de los ejercicios 1 a 5 que sean lineales, hallar su nicleo.

SOLUCION
1 Kerf= { (x,y,2,t)€ R* 1(x,y,2,t) = (0,0,0) } = { (x,y.z,t) ER? |(x—t,y—t,z~t)}=
={(00,0)} .

Debe pues cumplirse

x—-t=0
3y—t=0 = xTy=z=t
z—t=0

1 e
porfoqu Kerf = { (x,y.2,t) ER? |x=y=z=t}

2 Kef={xy)ER 1ixy)=000} = {xy) R | (xy,00=(0,0,0)}
Debe pues cumplirse que x =y =0 y por tanto Kerf= { (0,0) } .

3 Los vectores del Ker f deben cumplir:
x+y=0
$x+z=0 > y=z=_x =  Kerf= {(x,—x,——x)ERa}
x+y=0

4 Kerf= {(x,y,z,t,u)€R5|x+y +z+t+u=0}

Comprobar directamente que si :E —— F es una aplicacién lineal entre los espacios vec-
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toriales E y F sobre R, Ker f es un subespacio vectorial de E e Im f es un subespacio vecto-
rial de F.

SOLUCION
a)  Ker f es un subespacio vectorial de E.

Sean x e y dos elmentos del Ker de la aplicacion {. ( f(x) = f(y)=0).
f(x+y)=f(x) +{(y)=0+0=0 = x+y€EKerf
f(ax)=af(x)=a0=0 d ax €Kerf

b)  Im f es un subespacio vectorial de F.

Sean x ¢ y doselementosde Imf. (x=1f(a) ,a€E ,y=1f(b) ,bEE).
x +y=1(a) + f(b) = f(a + b) > x+yEImf
ax=a f(a) = f(a a) = ax €Imf

Demostrar que: “Condicibn necesaria y suficiente para que una aplicacién lineal sea inyec-
tiva es que su niicleo esté formado por el vector 0.

SOLUCION
a) La condicion es necesaria: Si f es inyectiva entonces Ker f= 0

En efecto:

Sea xEkerf = f(x)=0 =1(0) = (por ser f inyectiva) x = 0
b) La condicion es suficiente: Si Kerf= 0 entonces f es inyectiva

En efecto:
Hay que ver que f(x)=1f(y) = x=y

fx)=1y) < x)—1f(y)=0 ¢ fx—y)=0 ¢ x_yEKerf =
= (Como Kerf= 0 ) x—y=0 <+ x=y.

Dada la aplicacién lineal f: R* —— R* tal que:
€ = (1’0!0’0) I ( 29“1)—130)
ey = (0313050) - (‘_1: 1909—1)
€3 = (0,0,1,0) ———)( 1’ 0,1,—1)
€4 = (0,0,0,1) —( 0,-1,~-1,2)
se pide:
a) Hallar la imagen del vector v = (2,5,6,8)
b) Hallar la antiimagen, en caso de que exista, de los vectores a = (0,~2,—4,4) y b=(1,0,0,1)
c) Hallar la dimensién del espacio imagen, es decir, el rango de f.
d) Indicar los elementos del niicleo de f. ;Pertenece el vector z = (1,2,3,4) al niicleo?

SOLUCION

a)  La matriz de la aplicacion lineal es:

2-1 1 0
-1 1 0 -1
-1 0 1 -1

0 -1 -1 2

por lo que la imagen de (2,5,6,8) se obtendra asi:



2 -1 1 0 2 5
-1 1 0 5 _5
-1 0 1 1 6 )]~ | 4
0 -1 -1 2 8 5

o sea, el vector (5, —5, —4, 5).
b)  Para hallar la antiimagen (x,y,z,t) de (0,2,—4,4) planteamos

2 -1 1 0 X 0
-1 1 0 -1 y\_[ 2
-1 0 1 -1 z —4
0 -1 -1 2 t 4
que da lugar al sistema
2x -y +=z =0
—x+y —t= 2
—x +z— t=—4
—y—z+2t= 4
cuyas soluciones pueden expresarse de la forma:
x= 1
y= A
z=-2+A
t= 1+A

por lo que existen muchos vectores antiimagen del vector (0,2,—-4,4), para cada valor de A ,

se obtiene un vector distinto: (1,0,—2,1), (1,1,-1,2),.....

De igual manera puede procederse para hallar la antiimagen de (1,0,0,1).

Obtenemos el sistema:

2x ~y tz =1
—x+y — t=0
—x +z— t=0

—~y—z +2t=0

—x+ y— t= 0
z=1-2x+y -3x+ y—t=-1 y=x+t
2x -2y +2t= 1

_ox=_1
Fom

Siendo imposible que se verifique la igualdad 0= 1 el sistema no tendra solucion, es

decir, el vector dado no tiene antiimagen.

¢)  Hemos de mirar cuantos de los vectores f(e, ), f(e2) , f(e3) , f(es) son linealmente in-

dependientes, pues el espacio imagen esta engendrado por ellos.

Se comprueba que los vectores f(e, ), f(e;), f(e; ) son linealmente independientes. La

dimension de la imagen sera, en consecuencia, 3.

d)  Determinar los elementos del nicleo da fugar al sistema:

2x —y +z =0 z=y — 2x

—x+y - t=0 —x+ y— t=0

—X +z— t=0 —3x+ y—~ t=0
—y—z+2t=0 2x — 2y +2t=0

y=x+t
-2x=0
0=0

Este dltimo sistema implica x =0, pero t puede ser cualquiera, asi las soluciones del

sistema seran:
x=0 , y=z=t=2



12

13

Asi los elementos del nicleo seran de la forma (0AA\) con AER.

En consecuencia el vector (1,2,3,4) no pertenece al nicleo.

Una aplicacién lineal de R® en R® estd definida por
(150’0) _— (1’2’0)
(0,1,0) — (0’210)
(0’0’1) I (1,051)

referidas las componentes a las bases canénicas. Se pide:

a) Matriz de la aplicacién f.

b) Imagen del vector v=(3,2)

¢) Niicleo de la aplicacién.

d) Vectores x ER? tales que f(x)=x

e) Vectores x ER® tales que f(x) =\ x paraalgin AER.

SOLUCION

a) 101
2 20
00 1
b)  f(v)=(4,10,1)

c)  Para hallar el nucleo de la aplicacion debe resolverse el sistema:

x+z=0
2x +2y =0 = x=y=z=0
z=0

Asi pues el anico vector del niicleo es el (0,0,0).

d)  Seran aquellos que verifiquen:

1 01 X X x+ z=x ’z=0
2 20 yi=1y A $2x+2y=y =>l _ .
0 01 z z z2=1z y=-2x

es decir, son los vectores de la forma (1 , —2u, 0) siendo u cualquier valor de R.

€)  Seran aquellos que verifiquen:
1 01 x Xx x+ z=X (1-Mx + z=0
2 20 vyl = | Ay Ad 3 2x + 2y = Ay 3 2x +(2-Ay =0
0 01 z Az z=Az (1-2)z=0

Consideremos los casos especiales de A que pueden impedir despejar alguna incognita
yqueson A=1 y A=2 puesto que originan coeficientes nulos.

Si A =1 estamos en el apartado d) ya estudiado: x = (i, —2u, 0).

Si A =2 resulta el sistema:

—x+z=0
3 2x=0 = x=z=0, y=pn
-z =0

siendo por tanto los vectores de la forma (0, i , 0).
Finalmentesi A#1 y A+#2 el sistema tiene como uinica solucion x=y =z =0,y en
consecuencia el iinico vector que cumple la condcicion es el (0,0,0).

Hallar el niicleo y el rango de la aplicacién lineal f: R®> ——— R* que en la base cané-

27



nica tiene como matriz:
3
0
0
3

o Py
o D

y hallar el vecto
SOLUCION
Dado que el sistema
x+3z2=0
x+ y=0
x+ y=0 ~
x+y+3z=0
tiene como solucién x =y =z =0, el niicleo de f esta formado por el vector (0,0,0).
Los vectores (1,1,1,1), (0,1,1,1) y (3,0,0,3), por ser linealmente independientes, cons-
tituyen una base de la imagen de la aplicacion y por tanto:
Imf={ x Ix=a(1,1,1,1) +$(0,1,0,1) + v(3,00,3) } =
= {(xy2t) ER? | x=atdy,y=otf , z=a+B, t=a+B+3y , afyER }

transformado del (5,3,—2).

El vector transformado del (5,3,—2) sera el vector (-1,8,8,2).

7&;1) En una aplicacién lineal f* f: R> —— R® se tiene:

t’

(0,1,00 —(0,2,0)

(1,0,0) —(1,2,0)
Hallar el transformado del vector (0,0,1} sabiendo que el vector (1,1,1) pertenece al niicleo
de f. Hallar la matriz de f en la base canénica.

SOLUCION
£(1,1,1) = £(1,0,0) + £(0,1,0) + £(0,0,1) =(0,0,0)
(1,2,0) + (0,2,0) + £(0,0,1) =(0,0,0)
£(0,0,1) = (—1,-4,0)

y la matriz de f en la base canonica sera:

1 0 -1
(2 2 -4
0 0 0

%
\19 Hallar una base del espacio imagen de la aplicacién lineal f: R® — R3 que en las bases

canoénicas tiene por mairiz:

2 6 0

1 3 1

2 6 1
SOLUCION

El espacio imagen esta generado por los vectores (2,1,2), (6,3,6) y (0,1,1).

Resulta evidente que el vector (6,3,6) es combinacion lineal de los otros dos puesto
que:  (6,3,6)= 3(2,1,2)+0(0,1,1).



La base estara formada por los vectores (2,1,2) y (0,1,1) que son linealmente indepen-
dientes.

16  Determinar respecto de las bases canénicas, la matriz de la aplicacién lineal f: R* ——R?
tal que los vectores v = (1,—1), w = (2,—3} tienen como imdgenes los vectores f(v) =(—1,-2,

=5}, f(w)=(0,5,4).

SOLUCION
Expresemos en la base dada los vectores de la base canénicau, y u, :
a+2b=1 c+2d=0
{—a—3b=0 =>a=3,b=-1 {——c—3d=l c=2,d=-1
u=3v-1lw u,=2v—-1lw

Por las propiedades de las aplicaciones lineales tendremos:
f(u,) =3 v — 1 w)=3 f(v) — f(w)=3 (-1,-2,-5) — (0,5,4) = (-3,-11,-19)
fu) =2 v -1 w) =2 f(v) — f(w)=2 (-1,-2,-5) — (0,5,4) = (-2, —9,—14)
y por tanto la matriz de f sera:

-3 =2
-11 -9
-19 -14

Determinar, respecto de las bases canénicas, la matriz de la aplicacion lineal f:R* ———> R?

S

tal que:
(1, 2-1,-3)—>( -5, 6) -
(_3)_1) 0; 5)—')( 8, 4)
(4 2 5 0)——( 10,-6)
(-3,-2, 1, 7)—( 13, 0)
SOLUCION

La matriz sera de la forma:
( a b c d
e f g h
y teniendo en cuenta los vectores del enunciado y sus correspondientes imagenes resultan
los siguientes sistemas de ecuaciones:

a+2b— ¢—3d= 5 e+2f— g—-3h= 6
—3a— b +5d= 8 -3e— f +5h= 4
4a +2b + 5S¢ = 10 4e + 2f + 5¢ =—6
-32a—2b+ c+7d=13 —3e-2f+ ¢ =0
Cuyas soluciones son:
a=2 ,b=1,c¢=0,d=3 e=—1,f=4,g=-2, h=1
con lo que la matriz buscada es:
21 0 3)
-1 4 -2 1

@ Sea f: R* ——> R® una aplicacién lineal tal que:



(1,0,1) —> (L, L,1)

(0’1’0) h— (1a2’1)

(0,0,1) —> (2,3,2)
a) Hallar la matriz de esta aplicacién lineal cuando tomamos las bases canénicas.
b) Hallar su niicleo.
SOLUCION
a)  Debemos hallar la imagen de (1,0,0).

£(1,0,0)=£(1,0,1) — £(0,0,1)= (1,1,1) — (2,3,2)=(-1,-2,-1)

y por tanto la matriz en las bases canonicas sera:

-1 1 2
-2 2 3
-1 1 2

b)  Para hallar el nacleo debemos resolver el sistema:
—x+ y+ z=0
3—2x+2y+3z=0
—x+ y+ 22=0
cuyas soluciones son de la forma:
x=X , y=X2 , z=0 AER

por lo que el nicleo sera: Kerf=g xlx=@A,x,0), A€ER ‘

é Sea E un espacio vectorial de dimension tres sobre R. Sea { €1,€3,€3 } una base de E.
Consideremos la aplicacién lineal f: E ——> E cuya matriz en la base considerada es:

21 6
-1 3 4)
011 .
Hallar la matriz de f en la base { u, Uy, ua} tal que:
u =e +te; , wy=e —€ , U3 =2e;
SOLUCION
Dado que u; =(1,1,0),u, = (1,-1,0) y u; =(0,0,2) es posible calcular sus image-
nes utilizando la matriz dada, obteniéndose:
f(u;)= 3e; +2e; +e;
f(uy)= e —4dey;—e; 1)
f(ll3)= 1201 +8 €, +2 €3
Ahora bien, de las igualdades que definen los vectores u, se obtiene:

i
1 1 1 1 1

e1=-‘-11""'é"'-‘2 y €2FT T u— T"uy , €37 "y

2 2 2 2
que sustituidas en (1) nos dan:

fu,) 5 +l +1
=—u —u -
(uy P 1 9 2 2“3

f(uy)= —;u, +?u2 ——2- u3



f(“g)"_' 10“1 +2'|l2 +l.l3

Por tanto la matriz buscada sera:

5 3
— -— 10
2 2
1 5
- — 2
2 2
1 1
- —-—= 1
2 2
20  Una aplicacién lineal de un espacio vectorial de dimensién 2 sobre R, sobre si mismo, tiene
por matriz en la base {el, e, }
2 -3
-3 2
Determinar la matriz de dicha aplicacién en la base: { Vi,V } tal que:
2vy=e, te, ; 2vy =€y — €
SOLUCION
f(v,) L f(e;) + ! f(e,) ! +e;)
vy)=—f(e —f(e))=——(e; +e)= —v
1 2 (e 2 (&2 P (e1 +e, t
f(v2) ! f/ )+ 1 f 5 )=5
= — — o e— — e =
(v2 2 (e1 2 (e2) 2 (e 1 V2
Por tanto la matriz pedida es:
(3 3)
0 5
21

Sea f: Ry ——> R? una aplicacion lineal que en las bases { €1,€5,€3 } deR® y wuj,u,
de R? tiene por matriz:

_ (? -1 1

A={3 2 _3 )
a) SetomaenR3? la base { Vi1,Va,V3 } definida como:

viT=e, te; , v,=e3;te; , v3=e; te,
;Cudl es la nueva matriz de f? (En R? se conserva la base {u,,uz } )
b)  Seelige ahora en R? la base {w,, wz} tal que:

u; +u,
W =— w.
1 2 2 P

;Cudl es la matriz de f? (En R® se conserva la base { el,e,,e3} )

¢)  ;Cudl es ln matriz de f en las bases *vl,vz,v3 } deR® y {WI,W2} de R? ?
SOLUCION .
a)  f(v))=f(e, +e3)=1f(e;) +f(e3)= —u,

f(VQ)z f(e; + e1)= f(eg) + f(e,)= 3 Uy

f(vs)=1f(e; + e;)=1(e;) + f(e;)= u; +5u,

Wy — W

31



con lo que la matriz de fen lasbases v, 'y w serd:

]
(031)
B=\11 0 35

b)  Deladefinicion de w; y w, se deduce:

u =w; twy U; TW; —Ww; @
en consecuencia:

fle;)= 2u; +3u, =5w; —w,
fle;)=—u; +2u; = w; — 3w,
fe;)= uy —3uy =-2w; +4w,

conloquelamatriz en lasbhases ey w, sera:
( 5 1 —2)
C =
-1 -3 4
¢)  Delas relaciones que hemos obtenidg para escribir la matriz B y de (1) se deduce:
f(v1)=—u1 =—w; + W,
f(v;)=3u; =3w; +3w,

f(vi)=u; +5u; =6w; — 4w,

conlo que lamatriz de fen las bases v, 'y w, gera:
(——1 3 6)
D=
1 3 4

Dadas las matrices

1 2 3 0 5 -2
~ 0 3 1 o f-1 2 9
A= 00 4 B= 45 0
11 -2 0 3 8
Se pide: Hallar las matrices A+B,A-B,3.4, 5.B,2.A+7.B
SOLUCION
17 1 1 -3 5
-1 5 10 _ 1 1 -8
A+B = | 4 5 4 A-B= 4 -5 4
1 4 6 1 -2 -10
36 9 0 25 10
A= [0 9 3) sp- [ 2510 45
00 12 20 25 0
33 —6 0 15 40
2 39 -8
2.A+7.8= [ 7 20 6
28 35 8

2 23 52
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24

25

Se considera el conjunto ,g de las matrices de la forma:
e —b
(b a )
donde a y b pertenecen al conjunto R de los niimeros reales. Demostrar que constituye
un subespacio vectorial del espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden dos.
SOLUCION

a - ¢ —d
Sean ( ), ( ) dos elementos de % . Se verifica:
b a d ¢

a+tec —b—d) ( aa —ab
S €
(h +d atc ; ab aa) y
y por tanto # es un subespacio vectorial.

Sean las matrices

0 0 0 1 0 1 1 11
A=(101)B=000 C= (111)

0 0 1 1 01 111
Hallar las matrices: A+B,A+C,AB,BC,AC+BA ,3A4,5B,8.C,3.A-5B,
A®,B* ,A* ,B,A" ., B ,C*,C,C.

SOLUCION

Las nueve primeras matrices no presentan dificultad. Nos ocuparemos del calculo de
las sucesivas potencias de las matrices A, By C.

0 00 0 00
A’=10 0 0 A*=10 0 1) =A% = A"=A?
0 01 0 01
2 0 2 2 0 2? 23 0 28
B2=(0 0 0 B3= 0 00 B% = 0 0 0 =
2 0 2 22 o 22 23 ¢ 23
2n—1 0 2!’1'1
= B" =0 00
2n-1 0 2n-1
3 3 3 9 9 9 27 27 27
C*={3 3 3}]=3C, €= 99 9)=32C ,¢C= | 27 271 2
3 3 3 9 9 9 27 27 27
3n-1 3n-1 3n-l
= Cn'l = 3n-l 3n_l 3n1 - 3!1‘1 .C
3n-1 3n~l 3r|-1

2

Determinar todas las matrices X de orden 2 tales que A . X = 0. Valor de a para que el pro-
B

1
Seala matriz A= (3



26

27

blema sea posible.

SOLUCION
B 1 2 _(x y)_ (x+2z y+2t)_(0 0)
A.X= 3 a z t]° 3x+az 3y+at/) \0 O

que da lugar al sistema:

x+22=0 x=-2z
y+t2a=0 cuyas soluciones son y=-—2t
3x+ az=0 (a—6)z2=0
3y+at=0 (a—6)=0

Podemos distinguir dos casos:

a) a¥#6 = x=y=z=t=0 y la solucion es:

(6 o)

b) a=6 = =z y tpueden tomar cualquier valor,y la solucion es:
( -2 ——2t)
z t

1 0 1 0 1 0
Sean las matrices: A= ( B=( I= ( )
2 1 -2 1 0 1

Calcular las matrices:
C=(A+B+I).(A-B+1I)
D=(4A+B-1).(A+B+1)

SOLUCION

30 10 30
A+B+I= . A_B+I= > - C=

0 3 41 12 3

10 30 3 0
A+B-1I= ., A+B+I= > D=

01 0 3 0 3

Sean E y F dos espacios vectoriales sobre R de dimensiones 3 y 4 respectivamente. Sean:
{e1,eq,e3} basede E y {up,uz,u3,u,} base de F.

Sea G un espacio vectorial sobre R de dimension 2, una de cuyas bases es {vi,v, .

Se consideran las aplicaciones lineales:

f:E——F | g:F——¢C
que en las bases consideradas en cada espacio, tienen como matriz, respectivamente:
1 0 -2\
01 0 11 0 2
11 1 -1 2 0 3
01 0

Hallar el nicleo de la aplicacion lineal g, el de f, la dimension de Im f e Im g. Hallar la ma-
trizde gof ,Ker(gof) e Im(gof).
SOLUCION
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a) Kerg

Debe resolverse el sistema:

- t 5t
f x+ y+a2t=0 de soluciones x=-— |, y=_ —
1—x+2y +3t=0 3
Asi pues, los elementos del niicleo son los de la forma:
t 5t
x= —; uy — -—3- u, +z uz +tu, cualesquiera que sean z y t.
b) Kerf
Debe resolverse el sistema:
x —22=0
y =0
x+y+ z=0 = x=y=z=0 = Kerf= 0
y =0

¢)  Los tres vectores columna de la matriz de f son independientes y por tanto dim Imf =
=3.

d)  Los dos primeros vectores columna de la matriz de g son linealmente independientes |
lo que, teniendo en cuenta la dimension de G, nos dice que dim Im g=2.

e)  Matriz de gof .

1 3 -2
-1 5 2
f) Ker(gef)
Debe resolverse el sistema:

{ x+3y-22=0 de soluciones x=2z , y=0

—x+5y+22=0
As pues, los elementos del niicleo son los de la forma:
x=2ze, +ze; siendo z cualquiera.
g Im(geh
Los dos primeros vectores colamna de la matriz de go f son linealmenteindependien-
tes, lo que nos dice que dim Im (go f)=2 y portanto Im(go f)=G.

Sean E, F y G tres espacios vectoriales sobre R de dimensiones respectivas 2, 3 y 4. Se consi-
deran las aplicaciones lineales:

f:E——F , g F——GC
que en unas ciertas bases tienen por matrices:
1 0 1

0 0 01 1
(0 I) 0 0 1
1 0 0 0 1
a)  Hallar la matriz de go f

b)  Hallar niicleo e imagen de f,gy go f.
35



SOLUCION

a) 101 10
011 00 11
001 01 = 10
00 1 10 10

b.1) Niecleo de f.
Se reduce al vector (0,0).
b.2) Nacleo de g.
Se reduce al vector (0,0,0).
b.3) Nicleode go f
Se reduce al vector (0,0).
b.4) Imagen de f.
Son los vectores de F con la primera componente nula.
b.5) Imagen deg.
Son los vectores de la forma: (x+z , y+z,z,z) o bien, teniendo en cuenta que x, y,z,
son cualesquiera, (a,b,c,d).

b.6) Imagen de gof.

Son los vectores de la forma (a,b,a,a).

Sean:
1 2 -3 1 7 -13
B= ( 2 -1 4 ) ¢= 50 5
;Existe una matriz A talque C=A.B?
SOLUCION b
Debe ser una matriz de la forma (a d) y como debe cumplirse
c

1 7-13\ (ab (1 2 -3
50 5_(cd)' 2 -1 4

tendran que verificarse las siguientes igualdades:

a+2b=1 c+2d=5
% 2a— b=7 2c— d=0
—~3a+4b=-13 ~3¢ + 4dc=5

cuyas soluciones son:

a=3 , b=-1 , c¢=1 , d=2

por lo que la matriz A existe y es de la forma:

(i ~2)



CAPITULO III
Determinantes

Calcular los siguientes determinantes de segundo orden:

‘2 3H—s -3| Iz/s 7/4| V3+5 5
1 51i-4 2 5/2 8/5 2 V3-5
l4—x/3" 2H/5 |4+x/2' 5V3
INZ 32 5-4/2 6/2
SOLUCION
2 3|
=2.5.1.3=10-3=7
15
-3 —3|— 5).2 — (~4).(=8)=-10—-12=—_22
4 9 (-5).2-(-4).(-3)=-10- -
2/3 7/4'_ 52 VEs 5 I_ .
5/2  8/5 120 2 vVi-s|
43 2H/5
= 6—-60/2-3/3R/6 /10
ST 3T 67/2—3/3+/6/10
42 5/3
= 240/3+12-25\/3-20\/6
54T 6V 40/2- 5v/3—20:/6
Poner de manifiesto si los siguientes determinantes son nulos sin necesidad de desarrolarlos.
5 3 2 4 2 2 -3 3
a) ; b)I l; c) | ; d) I
1 3/5 5 10 3 6 5 -5V3
SOLUCION

a) Por ser la primera fila igual a la segunda multiplicada por 5.
b) Por ser la segunda columna igual a la primera multiplicada por 2.
c) Es distinto de cero, ninguna linea es maltiplo de la otra.

d) Por ser la segunda columna igual a la primera multiplicada por /3

hl,

En virtud de las propiedades de los determinantes, y sin desarrollar, est er lo igualdad

siguiente:

e 1| a0} (1 o] |1 1| |a1
1oa+b| fo b f1 b| (1 1] o1
SOLUCION



1+a 1 3 1+a 1+0 _ 1+a 1
1 1+b 1+0 1+b 1+0 1
i+a 0 11 a 1 1 0 a 0
= + +
1+0 b 11 0 ll 1 b 0 bl
Resolver las siguientes ecuaciones:
a) |x*-6 =x b) x-1 2x—3
3 =0 =
x°-3 2 4
2 - +
c) |x*-5 =x-2 - 12 d) x+l x+3 .y
x+1 =x+l x-2 x—4
SOLUCION

a)  Del desarrollo del determinante se obtiene:

(x*—6).1 —(x*-3).x=0 * -6+3x=0 = x=2

b)  Del desarrollo del determinante se obtiene la ecuacion:
(x—1)4 — 2.(2x-3)=0 = —4+6=0
lo que nos indica que la ecuacion carece de soluciones,
¢)  Desarrollando el determinante se obtiene la ecuacion:
xHD).(xP—x+7) — 12=0

cuyas raices, con los actuales conocimientos del alumno de C.0.U. no pueden ser cal-
culadas.

d)  El desarrollo del determinante da como resultado:

~4x+2=—-14 > x=4
Dados los siguientes conjuntos de vectores, decidir si son o no linealmente independientes.
a)  (2,3)(51) b) (64)(96) ¢ (41)(L1/4) d} (12)(-11)
SOLUCION

Dos vectores son linealmente independientes si y solo si su determinante es distinto de
0. De acuerdo con ello se tiene:

a)  Linealmente independientes puesto que:
2 5

5

b)  Linealmente dependientes.

|- s

c) Linealmente dependientes.

d) Linealmente independientes.

Calcular, mediante su desarrollo por la regla de Sarrus, los siguientes determinantes:



2 1 3 9 2 1 8 3 2

A=14 2 5 A,=13 4 3 Az= |9 4 1

1 0 4 6 5 —4 350

-3 1 2 2 -2 0 3 1 -2

Ag=1 1 -3 -1 As=| 5 4 2| a6= |-2 6 4

-2 0 4 3 6 -3 5 -3 2
SOLUCION

Ay =(224+4.03+151)— (321 +1.44+05.2) =
=(16+0+5)_(6+16+0) = 21 22 = _1.

Ay = (9.4.(—4) +3.5.1 +2.3.6) — (1.4.6 + 2.3.(—4) + 5.3.9) =
=(—144 + 15+ 36) — (24 — 24+ 135) = — 93— 135 = — 228

A3 =35
Ay = 22
As;= 6
Ag =132

En virtud de las propiedades de los determinantes, y sin desarrollar, establecer si son nulos
o no los siguientes determinantes:

a) 21 3 b |1 2 4 c) -1 2 0
1 0 1 1 1 3 3 -1 5
-3 2 -1 3 4 10 1 4 6
d 2 41 8 e) 1 2 5 3
1 0 3 7 -3 -1 4 -1
3 2 2 9 2 3 -6 4
1 1 4 10 0 4 3 6
SOLUCION
a) A =0 pueslatercera columna es igual a la suma de las otras dos.
by A= pues la tercera columna es igual a la suma de la segunda con el doble de la
primera.
¢) A = 0 pueslatercera columna es igual a la suma de la segunda con el doble de la
primera.
d) A =0 pueslacuarta columna es igual a la suma de la primera, la segunda y el do-
ble de la tercera.
¢)  En este caso es preciso someter el determinante a diversas transformaciones.

Las mismas se indican abreviadamente en cada caso:



1 2 5 3 1 0 5 3 1 0 0 3
-3 -1 4 -1 a -3 5 4 -1 B -3 5 19 -1}
2 3 -6 4| ~ 2 -1 6 4 - 2 -1 -16 4| —
0 4 3 6 0 4 3 6 0 4 3 6
col.2-col1x2 col3—collx5 col.4—coll.x3
1 © 00 1 0 00 1 0 00
-3 5 11 8 N -1 0 0 4 _ -1 0 0 4 _
2 -1 -16 2 - 2 -1 -16 2 = 2 -1 0 2 -
0 4 3 6 0 4 3 6 0 4 —61 6
fild — (fil. 2 + fil. 3) col 3. —col 2x 16 fil. 2+ fil. 1
1 0 00 1 0 00 1 0 0 0
0 0 0 4 = 0 0 0 4 - 0 0 0 4| =
2 -1 0 2 0 -1 0 2 0 -1 0 2
0 4 -61 6 0 4 —61 6 0 0 —61 14
fi.3—fil.1x2 fiL4+£l3x4 fil.3 - fil.2x 1/2
1 0 0 0 1 000
0 0 0 4 = (_61). 2 0 0 0 2 + 0
0 -1 0 0 0 -1 00
0 0 —-61 14 0 01 7

(—61) y 2 factor comin

siendo distinto de cero el Gltimo determinante al no existir ninguna columna que pueda ex-
presarse como combinacion lineal de las restantes.

Demostrar, por generalizacion del problema 3, que:

1+a 1 1 1
I+ 1 I | = abed + bed + acd +abd + abe
1 1 I+ 1
1 1 1 1+
SOLUCION

Analogamente al problema 3 se sustituiran los ”1” que aparecen en el determinante
por la expresion 140, lo que permitira descomponer sucesivamente el determinante en su-
ma de otros, en total 16. De ellos seran de valor 0 aquellos en que aparezcan dos columnas
iguales (formadas solamente por unos).

De los 16 posibles determinantes resultan ser no nulos los siguientes:

1000] |a100 Jao10 |ao0o06!
1 boo| o1o0o0l,f0ob1o0[0bo0T1],
1 0 ¢ 0 01 ¢ O 0 010 0 0 ¢ 1
1 004d| o104 |oo1al |oo o1
a 0 0O

0 b 0 0| ped+ acd +abd + abe + abed

0 0 c 0

000 d
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Resolver las siguientes ecuaciones:

a) |2 1 3 b) x 2x+1 2x—-1
1 x+2 6 =0 2x+1 3x-1 4x =0
3 4 x4 3x-1 4x 6x—-1
SOLUCION

a)  Desarrollando el determinante por la regla de Sarrus y simplificando se obtiene la ecua-
cion: '
2x% +4x - 24= 0
cuyas soluciones son:

X; = —1+v 13 X3 =—1—V 13
b)  Del desarrollo por la regla de Sarrus se obtiene la ecuacion:
—6x* +3x=0
cuyas soluciones son: 1
X3 = 0 X, & _2"

Calcular los siguientes determinantes transformdndolos previamente en otros mds sencillos.

a) |1 2 1 b) 1 -1 7 ¢) 1 1 1
2 -1 0 5 2 0 b+c c+a atbd
3 4 -1 -1 3 2 be ca ab
d o 1 1 e) 51 79 281 f) 1 b c+ta
1 0 1 40 54 14 1 a b+e
1 1 0 93 124 31 1 ¢ atb
&) -6 1 ¢ h)} b ate b
1 b -a b+e a a
a —« 1 c ¢ at+bd
SOLUCION
ay |1 2 1 1 21 2 _i
2 -1 0} =12 -10 = 1. I l =1.12+4) =16
3 4 -1 4 6 0 .14 6
fit3 + fil. 1
b) 1 -1 7 1 -1 7 1 -1 7 7 _35
5 2 0]=15 20]|= 0 7 -35}|= 1 | I =
-1 32 0 29 0 2 9 2 9
fil 3+fil1 fil.2-fil.1x5 desarrollo por fil 1.
70
=1, = 1.(7.19 - 0) = 133.
219 ( )
col.2+col.1x5
c) 1 1 1 1 0 0 1 0 0
b+tc c+a atb|= b+e a-b a—c = b+c a-b a-c
be ca ab be ca~be ab—he bc (a-—b).c (a—c).b

cols. 2y 3 — col. 1
41
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12

a—b a—c

(a=b).c (a—c).b

1 1
l = 1. (a-b).(a—c). , . bl = (a—b).(a—c).(b—c)

d |01 1 01 0 01
1 0 1} = 1 0 0 =(=2). l | =(-2).(-H)=2
110 11 -2 10
col. 3 — (col 1 + col. 2)
e) {51 79 28 51 28 28
40 54 14} = 40 14 14 = 0 (tiene dos columnas iguales).
93 124 31 93 31 31
f) 1 b cta 1 b cta a—b b—a 1 -1
1 a b+te)]=1]0 a-b b-a] = 1. ‘ =1.(a~b).(c—a) '=
1 ¢ atb 0 c-a a—-c c-a a-—c¢ -1
= Q.
g) |-b ¢ ¢
1 b —al= (~b2—c2 —az) —(abc+abe+1) = —(32 +b2+c? +2abc-1).
a —¢ 1
h) b ate b
b+e a a | = —4abc
c c a+b

Dados los siguientes conjuntos de vectores, decidir si son, o no, linealmente independientes.
o) {(L25),(2,3,1)024)} b  {(21,6),(510)(30,-6)}

c) {(3,1,2),(4,0,2),(5,1,1) }od) {(1,-2,7),(1,1,1),(5,1,6)}

SOLUCION

a) Son linealmente independientes pues det [(l,2,5),(2,3,1),(0,2,4)] =14#90

b) Son linealmente dependientes.,pues det [(2,1,6),(5,1,0),(3,0,6)] =0

¢) Son linealmente independientes.

d) Son linealmente independientes.

Dados los siguientes determinantes calcular los adjuntos y los menores complementarios
de los elementos indicados:

a) 2 -1 -1 2 Adjunto de 5.
5 3 2 1 Menor complementario del 0 de la tercera columna.
1 0 o0 3 Adjunto del 1 de la cuarta columna.
-2 2 1 -1 Menor complementario de —2.
SOLUCION
Adjunto de 5: -1 -1 2
- 0 0 3] = 3
2 1 -1



Menor complementario del 0 de la tercera columna:

2 -1 2
5 3 1] = 41
-2 2 1
Adjunto del 1 de la cuarta columna:
' 2 -1 -1
1 0 0= -1
-2 2 1
Menor eomplementario de —2:
-1 -1 2
3 2 1= 3
o o0 3
b) |1 -2 0 1 Adjunto del 3 de la segunda columna.
11 o0 2 Adjunto del —2 de la tercera fila.
0o 3 -2 -1 Menor complementario de —1.
1 1 1 3
SOLUCION
Adjunto del 3 de la segunda columna:
1 0 1
— |1 0 2] =1
1 1 3
Adjunto del —2 de la tercera fila
1 -2 1
1 1 2= 3
1 1 3
Menor complementario de —1.
1 -2 0
1 1 0y = 3
1 1 1

Calcular los siguientes determinantes de orden superior al 3 transformdndolos previamen-
te:

a) |1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20
SOLUCION
1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1
1 2 3 41 -1 1 1 Il =4, 2 3 4 | =
1 3 6 10 1 2 3 4 3 6 10
1 4 10 20 1 3 6 10

Cada columna — la anterior.

43



1 0 O 11
1./]2 1 1= 1.1. =1.1.4-3)= L
3 3 4 3 4
)jla b ¢ d
0 e f g
0 0 h i
0 0 0 j
SOLUCION
Suvalores: a.e.h.j
Basta desarrollar sucesivamente por los términos de la primera columna.
c) {1 2 -1 1
o 2 -2 3
0o 0 3 2
o 0 0 4
SOLUCION
Suvalores: 1.2.3.4 = 24
d) a b ¢ d
—a b m n
-a ~b ¢ p
-4 -b - d
SOLUCION
s b oo d a b d 2 mte nHd
—a b m n =]0 2b mtc aHd | , Jp 2 pH
—a -b — d 0 0 0 2d
todas las filas + fila l.
2c ptd
=3a.2b. = g.2b.2c.2d = B.a.b.c.d
0 2d
e) |0 a« b ¢
a 0 ¢ b
b ¢ 0 a
c b a O
SOLUCION
0 a b ¢ ath+c a b ¢ 1 a b ¢
a 0 ¢ b}l .]lathte 0O ¢ h=(rH)+c). 1 0 ¢ b
b ¢ 0 a athb+¢e ¢ 0 a 1 ¢ 0 a
¢ b a O {ath4c b a O 1 b a 0
todas columnas + columna 1
1 -a b [
10 —a C-—b -8 c—b b-—-c
= (athtc). | g ¢_a b ac | =(atbic)l. jc—a b a<
0 ba ad ¢ b—a &b —c




—-a  —atc-b 0
= (atb+c).1 .Jc—a —atec-b a-b—¢| =
b-a 0 a-b—c
-a 1 0
= (atb+c). 1. (—atc-b). (a—b—c).|{c—a 1 1 =
b-a 0 1
0 1 0
= (atbtc). 1. (—atc-b). (a~b—c).| ¢ 1 1] =
b-a 0 1
c 1
= (atb+c). 1. (—atc-b) . (a-b—). (~1). | l =
b—-a 1
= (atbtc) . 1. (—atc-b) . (a —b—c).(~1). (c~b+a) =
= (atb+c), (a—b—c) . (b—c—a) . (c—~a-b).
 Hr s 2 7
7 3 4 7
8 3 5 8
19 8 7 16
SOLUCION
n s 2 7 11 5 2 0 11 5 2
73472734031.734=
8 3 5 8 8 3 5 0 8 3 5
19 8 7 16 19 8 7 1
Col. 4 — (col.2 + col. 3)
4 5 2 3 4
= 1.J0 3 41 -= 1.4,, =1.4.(15-12) = 1.4.3=12
0 3 5 8 s
8 |12 6 2 8
nm 7 4 1
15 6 5 1
14 7 7 15
SOLUCION
12 6 2 8 12 6 2 0
117 4 N[ {17 40 126 2
15 6 5 1= J15 6 5 of]=1./11 7 4}=
B 7 7 15 4 7 71 156 51
col, 4 — (col.2 + col. 3)
09 6 2 0 6
= 1, 7 7 4= 1.3.1 =1.3.(70 -42)= 84.
06 0 3 77

14  Calcular el rango de las siguientes matrices:



los

46 .

a) /2 1 2 3
(1 0 2 1
11 2 4

1 1 0 2

2 1 4 5
SOLUCION 9 1

Como l I =-1#0

1 0

por lo menos el rango de la matriz es 2.

Orlando dicho menor con la tercera columna y la tercera fila obtenemos:

2 1 2
1 0 2|=-2 %0
1 1 2

lo que indica que el rango de la matriz es, por lo menos, 3.

Orlando este determinante con la cuarta columna y la cuarta fila se obtiene:

2 1 2 3
1 0 2 1
1 1 2 4| ~0
1 1 0 2

Dado que el valor del anterior determinante es 0 se procede a orlar el determinante
de tercer orden con la cuarta columna y la quinta fila de la matriz:

2 1 2 3
1 0 2 1
1 1 2 4|=2# 0
2 1 4 5

Por lo que, al no poderse formar determinantes de orden superior a 4 con los elemen-
tos de la matriz, se tiene que su caracteristica es 4.

b) /2 -1 1 2 4
1 3 1 0 2
3 2 2 2 6
5 1 3 4 2
SOLUCION
2 -1
Como =7%0
1 3

por lo menos el rango de la matriz es 2.
Orlando dicho menor con:

col.3yfila3 col3yfilad coldyfila3 coldyfilad col5yfila3

2 -1 1 2 11 2 -1 2 2 -1 2 2 -1 4
1 31 1 3 0 1 3 0 1 30 1 3 0
3 2 2 5 13 3 2 2 5 1 4 3 2 6

los determinantes obtenidos son todos de valor cero.
Finalmente, orlando con la quinta columnay la cuarta fila:
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2 -1 4
1 3 2|= -56
5 1 2

lo que indica que el rango de la matriz es,por lo menos, 3.

Orlando este determinante por:

col. 3y fila 3 col. 4y fila3
2-11 4 2 -1 2 4
1 31 2;_ 1 3 0 2 _
3 2 2 6 3 2 2 6
5 13 2 5 1 4 2

De donde la caracteristica de la matriz dada es 3.

c) 3 2 3 0 -1 2 1
2 1 4 3 -2 4 3
1 0 5 6 -3 6 5
5 3 7 3 -3 6 4
-2 0 -10 -5 3 2 4
1 0 2 7 3 -4 7
SOLUCION
5 3 7
Como -2 0 -10 |# 0
1 0 2

por lo menos el rango de la matriz es 3.

Orlando este determinante con la cuarta columna y la primera fila se obtiene:

32 3 0
53 7T 31910
-2 0 -10 -5
10 2 7

lo que indica que el rango de la matriz es,por lo menos, 4.
Todos los determinantes de orden superior a 4 que se pueden formar son nulos.

La caracteristica de la matriz es por tanto 4.

Dados los siguientes vectores de R*, calcular el niimero mdximo de vectores linealmente in-
dependientes que se pueden extraer de ellos:
{(233;_1’4) H (1’33532) s (2’1’3’4) ’ (1’0’_652) > (3’4’8’6) }
SOLUCION
El problema equivale a calcular la caracteristica de la matriz:
21 2 13
331 0 4
-1 5 3 -6 8

4 2 4 2 6 /

y que resulta ser 3.

47
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Dado que el determinante de tercer orden distinto de cero es:

21 2
3 31
-1 5 3

los vectores (2,3,—1,4), (1,3,5,2) y (2,1,3,4) son linealmente independientes.
Los vectores (1,0,~6,2) y (3,4,8,6) son combinacion lineal de ellos.

Decidir cuales de las siguientes matrices son inversibles:

9 [1 2 2 3
-2 -1 1 2
3 4 3 4
1 31 3
SOLUCION
1 2 2 3 1 2 4 4
2 11 2] _ 2 -1 00} -,
3 4 3 4 3 477
1 31 3 1 3 4 4

Por lo tanto la matriz no es inversible.

b) 2 2 1 -1
1 3 3 1
31 2 2
1 2 4 -1

SOLUCION

La matriz dada es inversible, puesto que su determinante , 66 , es distinto de cero.

c) f2 1 3
4 1 -2
51 3

SOLUCION

La matriz dada es inversible, puesto que su determinante, 15, es distinto de cero.

Calcular las inversas de las siguientes matrices:

a) _ 3 1
a=( 4)
SOLUCION
Es inversible, pues det A =14

Matriz de adjuntos :

o

2
' Traspuesta de la misma:
2 3

-1 3

La matriz inversa sera esta ultima dividida por det A, esto es :



4 -1

14 14
Al=
3
14 14
b 2 5
- (57)
3 7
SOLUCION

B es inversible, pues det B = —1

(5 2)
B! =
3 -2
c) C=(2 _4)
-3 -9

SOLUCION
C es inversible, pues det C= — 30

9 4
30 30
=
-3 -2
30 30
9 3 5 2
D = 1 -1 -1
2 3 4
SOLUCION
D es inversible , pues det D = — 23
Matriz de adjuntos: Traspuesta de la misma:
-1 6 5 -1 14 -3
-14 8 1 -6 8 5
-3 5 -8 5 1 -8
Y la matriz inversa se obtendra dividiendo por —23 los términos de esta altima.
e) [2 5 -2 )
3 -1 4
5 4 2

SOLUCION



No es inversible, pues su determinante es cero.

5 3 41 0
F=[1-25 2
2 -1 1 -1
3 34 0
SOLUCION

F es inversible, puesto que : det F = — 80

Matriz de adjuntos : Traspuesta de la misma:
-37 1 27 -48 -37 -13 -26 32
-13 9 3 -32 1 9 18 -16
-26 18 6 16 27 3 -6 32
32 16 -32 48 -48 -32 16 48

Y la matriz inversa se obtendra dividiendo poe — 80 los términos de esta ultima.

18 Dadas las matrices I, A :

1 6 0 ¢ 01 0 0
01 0 0 _ 0 01 0
I=t9 01 0 4= | 9 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0
Calcular:
a) Lainversade I — A .
n
b)(I-A) siendo n€EN, n>3
c) Lainversade I + A
d) I+A)YI-A)"
SOLUCION
1 -1 0 0
a) 0 1 -1 0
I_A=10 0 1 1
0 0 0 1
det (I-A) =1
Matriz de adjuntos Traspuesta de la misma:
1 0 00 1 1 11
1100 01 11
1110 0 011
1 111 0 0 01

Y la matriz inversa de 1 — A coincide con esta altima.

b)  Teniendo en cuenta las operaciones con matrices y que la matriz I permuta con cual-
quier otra respecto a suma y producto, podemos escribir (teniendo en cuenta el bino-
mio de Newton) y que I' = I:



a-Ar= (3 - ra+@)ra— (4 +(far -
=1 —4A+6AT —4 A%+ A4
A-A°=1"-5A+10A2 —10A% +5A% _A®

06 010 0001 00 00O
0 0 01 00 0090 00 00
A’=10 0 0 O A3= 00 0 0 A*=1 0 0 0 O
00 0 0 00 00O 0000
Asipues, para n >4 es A" = 0.
Teniendo esto en cuenta resulta:
A-A*=1-4.A+6.A%—4.A°
A-A¥=1-5.A+10.A* —10. A3
n_ -
a-ar=1-(7) a+ (54 - (3) -
-1 —1)(n—2
=I_"A+—“£'-l——)Az__n(n_).(_n__)- A3 esto es:
2 6
N n(n—1) n(n—1}n—-2)
2 T 6
-1
0 1 —n _"_(“__)
2
0o o0 1 —n
o 0 0 1
c)  Para hallar la inversa de I+ A , calculemos previamente dicha matriz:
1100
i+A={0 1 1 0 det 1 +A) = 1
0 011
0 0 01
Matriz de los adjuntos Traspuesta de la misma ( e inversa)
1 0 00O 1 -1 1 1
-1 1 00 0 1 -1 1
1 -1 10 0 0 1 -1
-1 1 -1 1 0o 0 0 1

51



d) Calculemos, finalmente, (I+A). (I~ AY?
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CAPITULO IV
Sistemas de ecuaciones lineales

Indicar si los siguientes sistemas son compatibles o incompatibles, determinados o indeter-
minados.

a) 2x +4y +5z= 1
x+3y+3z=-1

SOLUCION
{2 4 5:1 1 3 1:i-1)\_
M (1 3 3§~1> (0 -2 3 3) AM

rang A = rang AM = 2 = compatible
2 < 3 = nimero de incognitas = indeterminado
b) x— y+ z-2= 0
% x+ y—- z4+3= 2

x— 85y +5z =-4
SOLUCION
rangA = 2 ; rang AM = 3 =  incompatible

c) 2¢ +4y +52= 1
x+3y+3z=-1
4x +5y +4z= 2
3x+3y+2z= 2
2% +5y - z=-7
SOLUCION
rang A = rang AM = 3 compatible
3 = numero de incognitas = determinado
d) 3+ 4y + 22— t= 5
22~ Sy + 4z 4+5t= -2
Tx— 6y +10z+9t= 1
4x - 13y +7t=-12
SOLUCION
rang A = rang AM = 3
3 < ntmero de incognitas
e) 2x- y+ z=2
x+2y—42=1
x+3y—-52=4
SOLUCION
rangA = 2 ; rangAM = 3 =  incompatible
¥ ) dxt+dy- z=-1
2c+3y - 22=-4
~3x+2% - 32= 6
rt+dy—42= §
SOLUCION
rangA = 3 ; rang AM = 4

4

4

compatible
indeterminado

¢

4

incompatible



Discutir, segin los valores que adopte el pardmetro t, la compatibilidad o incompatibilidad
de los siguientes sistemas.

a) Sx-Ny+9:=1t
x—- 3y+5z2=2
2x — 4y +2z=1

SOLUCION
5 11 9t 1 -3 5t 2
A=(1 -3 5i2)—==10 2_85—3)=AM
2 4 2:1 0 0 0:i-4+t
rang A = 2

—4 +t=0 = rangAM =2 = t=4 compatible
—4 +t#0 = rangAM =3 = t +#4 incompatible

b) xtey+z=t+2
x+ y+tez=-2(t+1)
tx+y+ z=t

SOLUCION
1 t 1: t+2 1t 1 t+2
1 1 ti-2u+)j—{ 0 1-t t—1 -3t—4
t 171 ¢t 0 0 —t*_t+2 22 +6t+4

11 1: 3 rang A = 1 . .
l1-t=0¢t=1-= AM= (0 0 0:-7 = incompatible

00 0 i 12 rangAM= 2
—t+2=0 = t=1 (yavisto) y t =-2
1 -2 1:0 rang A = rang AM = 2
t= -2 AM = 0 3 -3:2 o .
0 0 0:0 compatible indeterminado
t#F1 y t# -2
rang A = rang AM = 3 = compatible determinado
c) (t—1)x — ty= 2
6tx - (t—2)y=1-1
SOLUCION
t—-1 —t 2 2
=52 +3t-2 ;5t243t-2=0 = t=— ;t=-1
6t —(t-2) 5
It—l 2 ' 2
= —t* - 10t -1
9 6t 1-—1t
t =—5— = rangA =1 ; rangAM = 2 incompatible
t=-1 = rangA =1 ; rang AM = 2 incompatible
2
t 9&?; t#F 1 = rang A = rang AM = 2 compatible determi-

nado

d) (1-t)x+(t+3)y=3t+1
21—t +(t+6)y= t+2



SOLUCION

SRR ISRV t=0y t=1
A—t) t+6 (1 —t)(-5t) ceros para y t=
i ( 1-t t+3 §3t+1)
2l—t) t+6 {t+2
t=0 rang A = rang AM = 1 compatible indeterminado
t=1 rang A # rang AM incompatible
t#0yt#1 rang A = rang AM =2  compatible determinado
e) tx +3y=2
Ix+2y=1t
2+ ty=3
SOLUCION
t 3 t 3:2
A= (3 2 AM =13 2:t
2t 2 t:3
rang A < 2 = rang AM < 2 para que pueda ser compatible
t 3 2 .
32 £ |- 18—t -35; 18—t 350 = t=_g; =Y
2t 3 2
En R debe ser t=—35 para que el sistema pueda ser compatible. Asi:
t -5 = incompatible
t=-5
-5 32 -5 3
AM=| 3 2:-5 como 3 9fF 0 ramgA = rang AM = 2
2 -5: 3 compatible determinado
P 2y —z= ¢t
3x —2z=11
ytz=6
2x+ y—4z= ¢t
SOLUCION
0 2 -1 0 2 —1: t
{3 0 =2 B 3 0-2:11
A=lo 1 1 AM="101 1:6
2 1 -4 2 1 —4; t
0 2 -1 ¢t
302 11- 412 ;_2t+12=0 = t=6
01 1 6
21 4
t#6 = rangA =3 ; rangAM =4 = incompatible
t=6 = rangA=3 ; rangAM =3 = compatible determinado

Resolver los siguientes sistemas de Cramer.

a) 2x+y=3
x—y=4



SOLUCION

3 1l lz 3
4 -1 - 7 1 4
X = eme— o e— ; y:
Iz 1| -3 3 2 1
1 -1 1 -1
b) x—4y=3
2x+6y=1
SOLUCION
22 5
x:— = o —
14 Y 14
¢) x+3y= 6
x—8y=16
SOLUCION
96 10
x:— T escomemm
11 y T
d) x+ y— z=3
2x -2y —32=1
x+ y—22=2
SOLUCION
1 1 1 3 1 -1
A= |2 -2 3l=4; A =1 -2 -3
1 1 =2 2 1 2
1 3 -1 1 1 3
A= 2 1 -3)=4; A= 2 =2 1
1 2 -2 1 1 2

de donde: x=3 ;y=z=1

e) 13x -4y~ z=1
26+ y—-6z=1
x+ y-3z=2

SOLUCION

A=8 ; A =40 ; Ay=24 ; A, =16

de donde:
x=5 ; y=3 ;

P 2 +3y+ z2- t= 1
x—3y—2z+ t=
Ix+2y—3z2+2t= 9
x— y— z+2t=10

SOLUCION

A=44 5 A =132 ; Ay=—4-4 ;A

de donde:



g) xty—z+t=-]
x—y—-z—t= 1
—-x—y+z+t=-5
xty—-z—t=-1]
SOLUCION

Dado que A = 0 el sistema no es de Cramer,

Resolver los siguientes sistemas homogéneos.
a) { 2x +3y=0

4x +6y=0
SOLUCION
2 3
Como =0 y 2#0
4 6
se puede suprimir la segunda ecuacion y tomar en la primera x como incognita principal
3
2x = —3y h X = — -E-y
por lo que la solucion sera: 3
X =T — et
{ 2
y=t

3x+4y—-32=0

b) g t+2 — z2=0
2x+2y - 22=0

SOLUCION
1 2 -1 1 2
Como 3 4 -31=0 y #0
2 2 -2 3 4
podemos tomar el sistema equivalente
x+2y= 2z cuyas soluciones son: x=z ; y=0
3x+4y=3z
Asi pues, las soluciones del sistema pueden escribirse:
x=t
z =1
c) x+ y+ z- t=0
2x+3y— z+ t=0
x+2y+4z+2t=0
2+ y—22- t=0
SOLUCION
Por el método de Gauss
31 1-10 12 420
23-1 10} 01 930
12 4 20 0 0 17 4 0
21-2-10 00 000
de donde:
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17z = —4t y = —3t—9z x= —2t—4z -2y
4 15 12
=_—t y=——t X =—t
17 17 17
con lo que las soluciones pueden escribirse:
12 15 4
X = — P yE——t ; 2T ——t ; t=1t
17 17 17
o tambien
x=12k ; y=~15k ; 2=~ 4k ; t=17k
d) s+ + 32=0

3x+2y—- 2=0
2 -2y~ z=0
x—4y—-12z=0

SOLUCION
1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0
3 2 -1 0}— ({0 -—4-100\—-f0 2 5 0
-2 -2 -1 0 0 2 50 0 0 0 O
1 -4 -12 0 0 6 -15 0 0o 0 0 O
2y = -5z x=—3z—-2y
5
y=-——2-z x=—-3z2+52 = 2z
con lo que las soluciones pueden escribirse:
x = 2t x = 4k
5 o bien ok
= — =t = _
y 2 y
z =t z = 2k
e) x+ y+ z+ t=0
x4+ 2y+2+ t=0
x4+ y+2+2=0
x—-3y— z+ t=0
SOLUCION
1 1 1 1 0 1 1.1 1 0
2 2 21 0 0 21 0 O
11 2 2 0 0 01 1 O
I -3-11 ¢ 0 0 0 -1 0
tnica solucion:
x=y=z=t=0

Discutir los siguientes sistemas homogéneos segiin sean los valores del parémetro t.
a) 2 —ty+ 42=0

x+y+ 7=0

tx— y+t13z=0

SOLUCION
2 —t 4
1 1 7] =-7+09t+36

t -1 13



T2+ 9t +36#0 =

_Tt* + 9t +36=0
72 +9t+36=0

1

4

€n resumen:

t#3 t # 12
y T
12
t=3 0 t= -
7
b) Ix+2y+62=0
2¢+ y+ tz=0
*r-3y-2z=0
SOLUCION
3 2 6
2 1 t}] =11t-40
1 -3 -2

f =—— =

11t-40=0 =

40
t?ﬁ'il— = 11t—-40+#0 =

X =

rang A = 3, determinado

una sola solucién: x =y =z = 0

rang A< 3, indetermilnzado, infinitas soluciones.
t=3 o

7

=  solucion unica x =y =z =

= infinitas soluciones

rangA <3 =

indeterminado, infinitas soluciones

rang A =3 =  determinado, solucién unica

y=z=0

Sean f, g € End(E), dim E = 3, tales que:

211
f= 1 0 2 g =
-3 21

1 2 1
31 -2
0 1 1

Calcular: Kerf, Ker g, Ker(g of) , Ker(f < g).

SOLUCION
Kerf={xEE I f(x)=0 }

211 x
10 2]y =
-3 2 1 z

0 2+ y+ z=90
0 b +22=0

0 ~3x+2y+ z=0

La solucion de este sistema homogéneo es: x= 0,y = 0, z = 0 porlo que

Kerf = {0}=1{0000)}
Anélogamente para g se obtiene:

Kerg ={0} = { 0,00}

Se podrian hallar las respectivas matrices de fog y gof para determinar los correspondientes
nicleos, pero también puede observarse directamente que al ser cada uno de los niicleos de

f , 0 a:
Yy g seraKergof:{o}

Dada la base de E; :

esta base del vector:

v = (3,-74)

Kerfeog = {0*

ey =(1,2,3), e; = (5,—1,3), e3 =(3,—~1,4) hallar las componentes en
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entendiendo que los vectores e, v estdn referidos a una misma base de E.
SOLUCION

xe, +tye;, tzey; = v

(x, 2x, 3x) + (5y, —y, 3y) + (3z, —2,42) = (3,7, —4)
x+5y+3z= 3
2%~ y— z= 7
3x+ 3y +4z=-4

X = e—— y:—— T = ——

29 29 29

En E, se considera el subespacio M generado por los vectores: (1,1,1,1),(1,3,1,3),
(1,—~1,1,~1) y el subespacio N generado por: (1,2,0,2),(1,2,1,2),(3,1,3,1). Hallar la dimen-
sionde M U N y M N N y una base de dichos subespacios.

SOLUCION
Dimension espacio engendradopor M U N =
11 1 1 1 3 11 1 1 1 3
1 3-1 2 2 1 0 2 -2 1 1 -2
Srango | ;1 1 0 1 37 ™ 1o 0 0-1 0 o3
1 3-1 2 2 1 0 0 0 0 0 O

Base pueden serlo tres vectores de los dados que sean lineaimente independientes, por ejem-
plo, los correspondientes a las columnas primera, segunda y cuarta.
(1,1,1,1) (1,3,1,3) (1,2,0,2)

Espacio M N N
x=a+ f+2A _
y=a + 3")' —A . . x—2=0
(xyzt) EM = z=a+ f+A = climinando parimetros = =0
y — =

t=a+38—A

x= a+ f+3A
y=2a+28+ A . A
(x,y,zt) EN = 7= g+~ eliminando pardmetros = y —t=0
t=2a+28+ A
x—-2z=0
(xyzt) EM NN = {y—t=0 = Dimension espacio solucion = 2
y—t=0
Ademas soluciones: x=y ; y=9 ; z=9 ; t=23 o bien
xy.zt) = v(1,0,1,0) +3(0,1,0,1)

Asi,basede M 0 N = (1,0,1,0),(0,1,0,1)

Ver que el vector de R® , (6,3,7) es combinacion lineal de los vectores (2,-1,3),(3,2,-5)
(1,-11).
¢Forman estos iltimos una base de R3?

SOLUCION



x(2,1,-3) +y (3,2-5) +z (1,-1,1)=(6,3,7)
2x+3y+z2=6
x+2y—2z=3
-3x —-5y+z=7
2 3 1 6 1 0 0 -77
1 2 -1 3 0 1 0 48
-3 -5 1 7 0 0 1 16
x= -77 y= 48 z= 16
3,7 = - 77(2,1,-3) +48(3,2-5) + 16 (1,-1,1)
Los tres vectores (2, 1, —3), (3, 2, —5), (1, —1, 1) son linealmente independientes porque
su matriz es de rango 3.

10 Hallar el niicleo y la imagen de una aplicacion lineal f:E — E, dim E = 4, cuya matriz en
una cierta base es:
2 -1 1 0
-1 1 0 -1
I 0o 1 -1
0 -1 -1 2
SOLUCION
Nucleo
2 -1 1 0
-1 1 0 -1
1 0 1 -1
0 -1 -1 2

Cuyas soluciones son:
X=u -2

o N W o
fl
[ = R-= =T

X = (xyzt) = AM=1,-1,1,00+ u(1,2,0,1)
M

Imagen
dimIm = 4 — dim Nuc = 2

Como base de la imagen pueden tomarse dos cualesquiera de los generadores (vectores co-
lumna de la matriz) que sean linealmente independientes, p.e. 1° 2°y . Asi los vectores de
la imagen pueden escribirse:

xyz,t) = A (2,~1,1,0) + u(-1,1,0,-1)

11 Resolver los siguientes sistemas aplicando el método de Gauss o el de Gauss-Jordan:
a) Ix+ty—- z=10
3 xr+y+2z=7
x—-y+ z= 2
SOLUCION
x=3 ; y=2 ; z=1
b) S5x— y+ z=-2
x+2y+32=-1
7x -8y~ 7z=-1
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SOLUCION
_ 5 3 o
L TR A VI
c) x4y+ z+t= 2
2 -y +3z-t=-3

SOLUCION

X T — ——

y:

Zz
t =

d) x—3y- z=-1
x+5y+3= 3
x+ y+ z= 1
Ix+7y+S5z= 5

SOLUCION

>

M
1}

>

<
1]
Nlr—'wlr-'

o=~

e) 2x -3y —5z= 4
5x -2y + z= —1
3tr+ y+5z= -5
S5+ y+4z= 2
3x +4y +8z= -2
4x—-3y—- z= 11
SOLUCION

Dado que
1

SoooC
COO O B
<
w
w

0 0

el sistema es incompatible.
Aplicando operaciones elementales con matrices, hallar el rango de las siguientes matrices:

a) 1 1 0
2 -1 1
3 0o 2

SOLUCION

rango 3 puesto que



)

4
2
~4
8)

3
1
-4

0
1
1

-1 -2
5

1
0

6 -2

SOLUCION

1
-3
0 0
2

1
rango 2
0
1
0 0 0 o
rango 3
rango 4

1
0
1
0

(

b) (
SOLUCION
SOLUCION

d)

|

13 Hallar las inversas de las siguientes matrices:

=W

2
-3
2
32 5

- O

OO

-0 oo

Matriz inversa

SOLUCION



oy e O

N D~

—~ O

b)

SOLUCION

O - o

S O -

=]

™ o

oy = N

oo

(==l ]

(= ]

— - D

o F N

e O e

|

No tiene matriz inversa.

38

8
38

4
38
14
38

e

13
38

5
)

7

38

14
38
20
38
10
38

La matriz inversa es:
38
17
38
38

e

SOLUCION

— Py Py

N O AN

MmN ™~

d)

La matriz inversa es:

SOLUCION

SO~~~

Doy O

——0

~0 O ™~

e)



14

15

SOLUCION

No tiene matriz inversa.

Eliminar los pardmetros en los siguientes sistemas:

a) x=3- 4t

3y=2+ t

z=]1—- t
SOLUCION

~4 —4 x-3
rang 1 | = rang 1 y—2)
-1 -1 z-1
-4 x-3 1 y-2
1 y-2] = 0 x+4y-11
-1 z-1 0 y+ z—- 3

Una solucion sera: x+4y—-11=0
y+ z— 3=0
b) x=1+42a- 38
y=2+ a+ f
z= a- 28
SOLUCION
2 -3 2 -3 x-1
rang (1 1 = rang 1 1 y—-21} solucion 3x—-y-5z—1=0
1 -2 1 -2 z
c) x=1
3y=2+2t+a
2=1+ 1
SOLUCION
x=1
d) i=a
y=8
z=7y
t=a+f+y
SOLUCION

xt+ty+tz-t=0

Determinar sistemas de ecuaciones lineales cuyas soluciones sean:

a) x=1+a
y=1-a
z=14+3a
t= 4a

SOLUCION

1 1 x-1

-1 1 y-—1

rang 3 = rang 3 z -1
4 4 t



1 x-1 1 x—1
-1 y-—1 0 x+y—2 - xty=2
\3 z—1)] 71 0 —3x+z+2 3x+z=-2
4 t 0 —4x+tt+4 4x+t=-4
b) x=1+3%a—- B
y= a+ B
z2=2— a+28
SOLUCION
3x — 5y +4z—-11=0
c) r=a
y=8
z=2-a+28
OOLUCION

x—y—-z+1=0

d) r= 1+a+8
y= 2+a-B+ v
z= at+f+ vy
=-1
u= 1 +8+2y

SOLUCION

x—y+5i—2u+8=0
—x+z—-1=0



CAPITULO V
Espacio afin tridimensional

Dados en R® los puntos A=(2,3,5)y B=(1,0,8) se pide:
a)  Representar grificamente los vectores fijos AB y B_f{
SOLUCION

—» —
&)  Haller las componentes de los vectores fijos AB y BA

SOLUCION

— —

AB (1-2,0-3,8-5) AB (-1,-3, 3)

— —

BA (2-1,3-0.5-8) BA (1, 3-3)
¢)  Haliar los puntos C y D tales que 615 sea equivalente a A_é
SOLUCION

Varias soluciones.

Si, porejemplo, C=(1,52) =  D=(1-1,5-3,2+3)=(0,2,5)

—
d}  Hallar el extremo F de un vector fijo EF tal que A_E"' E—F" siendo E=(-3,6,—9) y
representar graficamente EF .

SOLUCION
F=(-3-1,6-3,-9+3) = (—4,3,-6)

— —
e)  Hallar el origen G de un vector fijo GH tal que A—B) ~ GH siendo H=(35,2'2,-0"9 )
¥ representar graficamente GH.

SOLUCION
G =(35+1, 2243, —09-3) = (4’5,5'2,-3°9)

'




Sean v=(5,-2,3) y w=(~4,2,1) dos vectores libres. Se pide:

a)  Dibujar un representante de cada uno de ellos
b)  Dibujar un representante de v + w.

¢)  ¢Cudl es el extremo de .ﬁ si [/-1_5]=v -w y A=(0,2,0)?

d)  Dibujar un representante de 2v.

e)  ;Cudles son las componentes del vector 3v — 5w ?

SOLUCION
a)

v=(5,-23)
b) v+w=(104)

¢)  v—w=(5+4-2-23-1)=(9,-4.2)

A=(0,20) B=(0+9,2-4,0+2) = (9,-2,2).

d) 2v=(10,-4,6)

) 3v—5w=3.(5-23)~ 5.(~4,21)=(15-6,9) - (-20,10,5) = (35~16,4).

Averiguar si las soluciones del sistema
x+ y—- z=2
% Ix-2y+ z=1
—3x+7y-5z=4
constituyen un punto, una recta o un plano.

SOLUCION

1 1 -1:2 (1 1 -1

3 -2 1:1]) —~ 0 -5 4

-3 7 -5:4 \o 10 -8
Rango del sistema = 2

P2 1
P =5 - 0
: 10 0

Dimension variedad lineal = 3 —-2=1 =  recta.

Estudiar la naturaleza de las distintas soluciones posibles del sistema

x—- 3y+5z=2
2 - 4y +2z=1
segiin los valores de t.
SOLUCION

%5x—11y+9z= t

1 -1 2
-5 4 i-5
0 0: 0

)



El sistema coincide con el desarrollado en el ejercicio 2, a) del capitulo anterior. Segin ello

t #4 = incompatible
t=4 = compatible = rango=2 = dim=1 recta

Estudiar la naturaleza de las distintas soluciones posibles del sistema
x+tiy+ z= t+2
x+ y+tez=-20t+1)

tx+ y+ z=1
segiin los valores de t.
SOLUCION
El sistema coincide con el desarrollado en el ejercicio 4 b) del capitulo anterior . Segim ello
t=1 = incompatible
t=-2 =  compatible = rango=2 = dim=1 recta
t#F¥lyt+ -2 =  compatible = rango=3 = dim=0 punto

Si del sistema canénico se pasa al sistema de referencia { Q; a;,a;,a3 } en el que:
Q=(152’—1) ay =(191’0) az =(19031) aj =(09151)

a)  Determinar las coordenadas de X = (2,3,— 1) en el nuevo sistema.

b)  ;Cudl es el punto original que en el nuevo sistema tiene de coordenadas (—1,—1,—1)?

c)  Hallar la ecacuion del plano x +y +z — 5=0 en el nuevo sistema.

SOLUCION

Ecuacion matricial del cambio

X3 I 1 1 0 ¥1
X, 2 +H1 0 11). y2
X3 -1 0 1 1 Y3

1 1 0 1/2 /2 -1/2
A= (1 0 1) = AL{ 112 172 1/2)

0 1 1 -1/2 12 12
por lo que la ecuacion puede escribirse tambien:
1/2 /2 -1/2 xp —1 Vi
V2 —1/2 12 \.{ x,-2 | = v
-1/2 1/2 1/2 x3 +1 Y3
¥i 1/2 /2 12 2-1 1
Y2 ={ 1/2 -1/2 1/2 3-2 =(0 .
Y3 ~1/2 1/2 1/2 ~-1+1 0
X = (1,0,0)
b) /x, 1 . -2 -1
xz) = [ 2 + ) 1) = ) +[ -2 | = 0 )
X3 -1 1 _2 -3
¢} /x 1 Yi+y2 1+y, +y,
"2) = 2) + | yitys = 2ty ty;
X3 -1 y2+ys —l1+y, +y,

X; +x,+x3—5=0
Aty ty))+@2+y, +ys)+(-1+y; +y3)—5=0



La ecuacion del plano en el nuevo sistema sera pues

2y1=+2yy +2y3 —3=0

Determinar un sistema de referencia en el cual la recta
x—2 y+l1 z-4

3 1 -2
tenga por ecuaciones paramétricas: x’=0 ; y’=0 ; z'=t
SOLUCION

Basta tomar como origen del nuevo sistema un punto de la recta para que la recta pa-
se por (0,0,0). Se puede tomar el (2,~1,4).

El vector director de la recta en el nuevo sistema es el (0,0,1) (tercer eje) por lo que
basta tomar el vector (3,1,—2) como a3 de la nueva referencia. Se pueden tomar entonces
como a; y a, dos vectores cualesquiera que formen base con a;. Por ejemplo (1,0,0) v

(0,1,0).
Asi un nuevo sistema podria ser:
{Q@-14 ; a=(100) ; a=(010 ; a=@1-2) }

Efectivamente, se tendria

(1) G065 0)

x= 2+x’+ 32
3y=—1+y’+ z’
z= 4 - 22

de donde
x—2 _ y+1 _ z —4

3 1 =2

ge transforma en

2+x°+32° -2 _ -1+y+2+1 4-22-4

3 : 1 -2
de donde ,
x"+ 32 = 3y’ + 32’ x’=0
{—2y.’—2z’ = -2 = y'=0
z’=0

Escribir las ecuaciones paramétricas, continua y cartesiana de la recta que pasa por los pun-
tos A (2,—-1,3)y B (5,0,—7).

SOLUCION

Tomando como punto de referencia el A (2,—1,3) y vector director AB 3,1,-10)
se obtienen las signientes:

Paramétricas: x= 2+ 3t
;y=—l+ t
z= 3 — 10t
Continua x-—2 y+1 z2-3
3 1 -10
Cartesianas x— 2=3y+3 - { x—3y— 5=0
{—10x+20 =32-~9 10x+32-29 =0



10

11

12

13

14

Escribir las ecuaciones paramétricas y cartesianas del plano que pass por los puntos
A (1’1’2)1 B ("1y3,5); C (4,—3,8).

SOLUCION

Tomando como punto de referencia el A (1,1,2) y como base del subespacio los vec-
tores AB= -223)y AC= (3,—4,6) se obtienen:

Paramétricas x=1-2a+ 38
;y=1+2a—4=6
z=2+ 3a + 68
Cartesiana x—-1 -2 3
y—-1 2 4= 0 = 24x+2ly+2z-49=¢
z—-2 3 6

Escribir lo ecuacion de una recta contenida en el plano anterior.
SOLUCION
Entre otras puede tomarse,por ejemplo, la recta AB de ecuaciones paramétricas:
x=1-2a
3 y=1+2«
z=2+3a

Hallar un vector director de la recta
x—-2y+ z2-5=0
I+ y-32+9=0

SOLUCION

-2 1
= ’ = ’6’7
v ( l | _s l ) v = (5,6,7)

Escribir las ecuaciones paramétricas del plano 3x + 2y — 7z=09.

-3 3 3 1

1 1l |1 -2

SOLUCION
-3 2 + 7
X= ———gy 3Z
x=3-2a—78
z=38

Escribir la ecuacién continua de una recta paralela por el origen a la de ecuaciones:

x= 4-2¢

§y= 3+5t

z=-2+ 1t
SOLUCION

X _y_ 2

2 5 1

Determinar k para que las dos rectas
{4x+5y+2z—3=0 { Sx+ y+2kz - 7=¢

k
x+3y+4z2-5=0 10x+9y+-5z+9=0 n



SOLUCION

5 2 2 4 4 5 147
v: y = p—
3 41’14 1 1 3 14,-14.7)
w= 1 2% % 5 5 1 35k 35k
’ 1 =(——-— o S— 35)
9 k/2 k/2 10 10 9 2 2
35k 35k
_— _ 35
2 2
= = = A A =5
14 14 7
35k
- = 5.14 = k=-4

Escribir la ecuacion del plano paralelo al 2x — 5y + 3z =4 que pasa por el punto (9,~7,5)

SOLUCION
2x—-9)—-5(y +7)+3(@—5)=0

2x — 5y + 32=68

Escribir la ecuacién cartesiana del plano que pasa por (8,6,—4) y es paralelo al

x= 3-2a+4f
y=-5- a- 8
z= 2a+ f
SOLUCION
x= 8—2a+4f8 x—8 -2 4
§y= 6— a— 8 y—6 -1 -1 =0
2=—4+2a+ f z+4 2 1

x-8+10(y—-6)+6@E+4)=0 = x+ 10y +62= 44

Escribir las ecuaciones de dos rectas distintas que sean paralelas al plano del ejercicio n® 12
y que pasen por el punto (-5,-3,2).
SOLUCION

El plano del ejercicio 12 tiene como vectores definidores del subespacio
2,300 y (-7,03)
por lo que las rectas pedidas pueden ser:

x+5 y+3 z2-2 x+5 y+3 -2
-2 3 0 -7 0 3
Del haz de planos definidos por los planos
2x -3y +52-3=0 dx+y+52+10=0
seleccionar el que pasa por el punto (-3,2,—1).
SOLUCION
Haz de planos

a(@x—3y+52-3)+B(x+y+52+10) = 0

(a+48)x + (-3a+f)y + (5a + 58) z + (—3e+106) = 0
Para que pase por el punto (—3,2,—1)
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20

(2a +48) (-3) + (-3 + ) 2 + (5a + 58) (1) +(-3a+106)=0

—20a - 58 = 0
f = —4a
con lo que el plano pedido es el de ecuacién

(2 — 16a) x + (—3a—4a) y + (5¢ — 20¢) z + (—3a — 40a) =

—l4ax - Tay - 15az~43a = 0

que suprimiendo el fector de proporcionalidad « puede escribirse de la forma:

14x + 7y + 152+ 43=0

Hallar el punto de interseccion de la recta
x-2y+ 32-4=0
2+ y+ z+1=0
conelplano x +3y=0
SOLUCION

Sera el punto solucion del sistema
x—-2y+3z-4=0
3—2x+ y+ z+1=0 que es el (
x + 3y =0

21
26

-1 23
=)

Determinar la posicién relativa y la interseccion,si existe, de las rectas

{21—— y- z— 7=0 x-y—-3-1=0
4x -3y +32-51=0 {3x+y—z—9=0
SOLUCION
2 -1 -1 2 -1 -1 -7
4 -3 3 , 4 -3 3 51
M=11- 4 M=1l1-1 a1
3 1 1 3 1 -1 -9
que reducidas a forma triangular pueden escribirse
1 -1 -1 1 -1 -1 -1
6 1 1 , 0 1 1 -5
M=1o0 o 2 M=1o0 0o 214
0 0 0 0o 0 0 o
rangM =rangM* = 3 = gistema compatible determinado, una sola solucion.
Las rectas se cortan en un punto.
Ademas por M’
2z =14 =  z=7
y+ z=35 = y=5-7=-2
X—-y—-z= 1 = x=1-2+7=6
El punto interseccion es el (6,~2,7)

En los problemas siguientes se considerardn los siguientes datos:

Puntos Rectas

A =(1,2,3) v) x-3 _ y-5 _ z—1
¢ - m3d) o2
D =(0,0,1) o T 33 =
E =(4,0,5) 1 -1 4

F =(2,4,-1)

Planos

@) 3x+2y-4z-5=0

) 8- y- z+I1=¢0
x= -—-20+8B

y) {y=4+ g+ B
=4+ a—- §
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23

24
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74

x +10y +z= 82
U Vex + 2 +2=22

Ecuacién continua de la recta AB.

SOLUCION
x-1 y-2 z2-3 x-1 y-2 z-3
-1-1 6-2 0-3 -2 4 -3

Ecuacién paramétrica del plano ABC.

SOLUCION
x=1+a(=1-1)+p( 2-1) x=1-2a+p
y=2+a( 6-2)+p( 3-2) y=2+ 40+
2=3+a( 0-3)+p(—4-3) 2=3-3a_78

Ecuacion cartesiana del plano ACD.

SOLUCION
1 1 1 1
120)(:0
2 3 0 vy
3 4 1 =
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 0
2 3 o0|x—-—]1 2 0Ofy+ 1 2 0lz—-|2 3 0] =0
3 -4 1 3 -4 1 2 3 0 3 4 1

—16x+9%y —z+1=0
16x -9y +z—-1=0

Ecuacién de la recta que pasa por A y es paralela a la recta v.
SOLUCION
x—1 y-2 z-3
4 2 -5

¢Son paralelas las rectas ABy s 7 ;Se cruzan ? ;Se cortan ?. En este iltimo caso  hallar
su punto de interseccion.

SOLUCION

Vector director de AB: (-1-1, 6-2,0-3) = (-2,4,—-3)
Vector directorde s: (1,—1,4)

-2 4 -3
—F——F— No son paralelas.
1 -1 4

Para saber si se cortan o se cruzan, de acuerdo con 24 (p. 139), escribimos las ecuacio-
nes cartesianas de las dos rectas

x-1 y-2 =z2-3 { 4x —4 = -2y +4
= = =

27 4 -3 3x+3=-22+6
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1 -1 4 4y —12=—z
{4x+2y=8 4x —2=28
_3x+22=3 s{ dy +2=12

con lo que
4 2 0 4 2 0 8

_[-3 0 2 ., [-3 0 2 3

M= 14 02 M= 4 0 -1 28

0 4 1 0 4 1 12

rangM =3 | rangM’ =4
Por tanto las dos rectas se cruzan.

¢ Son paralelos los planos ABCy a ?.
En caso negativo hallar las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los mismos.

SOLUCION
Ecuacion cartesiana de ABC

1 1 1 1
1 -1 2 «x
2 6 3 y =0 => 25x + 17y + 82z - 77=0
3 0 -4 z
Ecuacién del plano a: 3x+ 2y—4z~ 5=0

Como 95 17 8
—#~——# —— #———  los planos no son paralelos.
3 2 -4 -5

Para hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que definen resolveremos el sistema
25x+ 17y + 8z - 77=0
3x+ 2y—-42- 5=0

tomando z = A {25x+l7y=—87\+77
3x+ 2y= 4+ 5

y obtenemos

x= —69 + 84\
y= 106 — 1241
z= A

Hallar la ecuacién del plano que pasa por E y es paralelo a §.
SOLUCION
8x—y—-z + D=0
84-0-5+ D=0 = 32-5+D=0 = D= -27

Siendo la ecuacion del plano:  8x—y —z—27=0

Hallar la ecuacion de una recta que pase por F y sea paralela a 7.
SOLUCION

Para que una recta sea paralela a 1, el vector director de la recta debe estar contenido
en el subespacio definidor de 7, en nuestro caso, sirve cualquier vector director de la forma
A(=21,1)+u(81,-1)

™
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ya que los vectores (—2,1,1) y (8,1,—1) son los que definen al plano.
En particular son rectas por F paralelas a ¥

A=1,u=0
x—-2 y—4_ z+1

A=1, u=1
x—2 y—-4 z+1

A=1, p=1
x—-2 y—4 z+1

-2 1 1 8

1 -1 6 2 0

Hallar Ia ecuacién de la recta que pasa por B y es paralelaa o y §.

SOLUCION

Plano a
3x+2y-4z2-5=0

en paramétricas

5.2 .4,
e —,
T3T3 s
y=a

z=f

Base del subespacio correspondiente a &

20 (B

Plano g
8x —-y-z+1=0
en paramétricas

1 1
X+ —a+—f
8 8 8

Base del subespacio correspondiente a §

1
1 —-,0,1
—-,1,0 8
8

Para que una recta sea paralela a ambos planos su vector director (a,b,c) debe perte-

necer a ambos subespacios, por lo que

—-2/3 1 0
43 0 1}= 0

a b ¢

2 4
at—b—-——c=0

3 3

6 29

a=—2\ b=—A

19 19

1/8 1 0
/8 6 1]= 0
a b ¢
1 1
a—=—b—-—c=0
8 8
c=A

Asi pues puede tomarse como vector director (6,29,19) y la recta por B sera:

x+1 y-—6 z

6 29 19

Se considera el tetraedro de vértices los puntos A,B,C,D. Hallar las ecuaciones de sus caras

y de sus aristas.
SOLUCION
Cara ABC (Problema 22)

1
-1
6

N M e

1
2
3
—4

WD =

0
25x+ 17y + 62 —77= 0

Cara ACD (Problema 23)

O DN r=t
wav—'
-
N - W e

16x—9y+z—1=0
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Cara ABD Cara BCD

1 11 1 1 1 11

1 -1 0 x|} _ -1 2 0 x _

2 6 0 y| =0 6 3 0 y| =9

3 0 1 =z 0 4 1 =
14x+y-—-82+8=0 27x+7y + 152~ 15=0

Arista AB Arista AC Arista AD
x~l=y52=zr3 x-1 y-2 z2-3 x~l_y—2=z—3
-2 4 -3 1 1 -7 -1 -2 ~2
Arista BC Arista BD Arista CD

x+1 y-6 2 x+1 y-6 2z x-2 y—-3 z2+4
3 -3 4 1 -6 1 -2 -3 5

Considerando el tetraedro de véritces los puntos B,C,E y F hallar los vértices del tetraedro
cuyas caras son los planos paralelos a las caras del dado por los vértices opuestos a las mis-

mas.
SOLUCION

Plano por B paralelo a CEF.
x=-1+a(4-2)+52-2)=-1+2
y= 6+a0—3) +f4~3)= 630+ B
2= 0+a(5+4)+p(-1+4  %x+38
Plano por C paralelo a BEF

x= 2+a(d+1)+H2+1) = 2+5a+30
}y= 0 +a(0—-6)+p( 4~6) = 36028
2= 4+ a5 —0)+f(—1 —0)=—4+5a~p§
Plano por E paralelo a BCF
x=4+a2+1)+BE@+1)=4+ 30 +3p
3y=0+a(3-6)+§(4-6)= —3a -2
1=5+a(—4-0)+f(-1-0)=5—4da — §
Flano por F paralelo a BCE
x= 2+a@+1)+pA+1)= 2+3a+5
%y; 4+0(3-6)+B(0~6) = 4—3a-68
2= —1 +a(—4-0) +8(5 ~ 0)= -1 — 4a + 56
Vértice INIINTI

9% +3y—~ z— 9=0 x=1
34-x+5y+2z—»1530 = 3)’*1
{Gx+9y -3z~ 530 £=3

Vértice IN NINTV
O+ Jy— z~ 9=0
3 4x+ By + 22~ 15=0
39x + 38y + 32 - 213=0

Vértice ININN IV

X==f
5= ~18

9%+ By~ z- 9=0 x= ]
Sx+ 9y -3z~ 5=0 =» ?ys 4
80x + 85y + 8z - 215=0 2=12

9x+3y—-2-9=0
plano [

4x+8y+22-15=0
plano Il

Bx+9y ~ 32— 550
plano HI1

39x + 33y + 35 — 215~0
plano IV

(11,3

(14,12)
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Vértice IIN [T N IV

4x+ S5y+2z— 15=0 x=10
5x+ 9y—-32—- 5=0 = 3 y=-5 (10,~5,0)
39x + 35y + 3z — 215=0 z= 0

Hallar la ecuacion continua de la recta interseccion de o y f

SOLUCION
a 3Ix+2y—-42-5=0
B 88— y—- z+1=0
Resolviendo el sistema con z arbitrario
(3x+2y = 5+4
8x — y=-14+ 2z

obtenemos 3 6
BETIET)
43 29
y= —+—1
19 19

de donde la ecuacion continua

3 43
X_TJFY_TE _z
6 29 1

19 19

Hallar las coordenadas del punto de interseccion de los tres planos o, B y 7.
SOLUCION

Ecuacion cartesiana del plano v :

x -2 8 —9x +6(y —4)—10(z — )= 0
y—4 1 1| =o
z—4 1 -1 x—3dy+52-8=0

Se trata ahora de resolver el sistema
3x+2y—42-5=0
8x— y— z+1=0
x—3y+52-8=0

. 45 228 139 .. 45 228 139
cuya solucién es x =—= y=——_ z=—— siendo pues la interseccion —, —’ —
7 7 7 77 7

Hallar la ecuacién del plano que pasa por D y es paralelo a f.

SOLUCION
De acuerdo con la expresion
A(x-a)+B(@y-b)+C(z—-c)=0
resulta
8x-y—-(z-1)=0
8x~y—-z+1=0
que es el propio plano §. Asi pues, D €.
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Hallar la ecuacién de una recta que esté contenida en el plano 7.
SOLUCION

Para escribir la ecuacion de una recta contenida en el plano 7 basta tomar un punto
cualquiera de dicho plano y considerar la recta que pasa por este punto y tiene por direc-
cion cualquier vector de los del subespacio definidor de 7.

Asi, como 7 estd dado por sus ecuaciones paramétricas, podria ser

x= —2\ x= 8\
y=4+ A o también y=4+ A
z=4+ A z=4— X

tomando como vectores directores de la recta en un caso y otro uno de los definidores del
plano. También podria tomarse cualquier vector combinacion lineal de los (—2,1,1)
y (8,1,—1), por ejemplo, (6,2,0) y otra recta seria:

X =
y=4+2\
z=4

Hallar la ecuacién del plano determinado por las rectas v y s.

SOLUCION

La ecuacion de un plano determinado por dos rectas

>

puede escribirse por medio del punto interseccion de las dos rectas y las direcciones de es-
tas.

En nuestro caso las direcciones de las dos rectas vienen dadas por los vectores:

4.2,-5) (1,-1.4)
y como

4 2 -5

1 -1 4

definen efectivamente un subespacio de dimension 2, es decir, no son paralelas.

El punto de interseccion puede hallarse planteando la igualdad en las expresiones pa-
ramétricas de las dos rectas (también puede hacerse en su forma cartesiana).

3 +ta=7+a’ da—a’'= 4
5+ 20=3-@a o bien 20+a’=-2
1-50 = 4o —5Sa —da’= -1

sistema incompatible ya que

4 -1 4 -1 4
rangl 2 1] =2 rangl 2 1 -2 )= 3
—5 4 —5 —4 -1

No hay, pues, punto interseccion. Las rectas se cruzan y no determinan ningan plano.

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por F' y es paralelaa t.

SOLUCION
x+ 10y + z=82
t { —x+ 2y+z =22
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Vector director de t

|10 1| 1 1| I 1 10'
2 1|71 1] |-1 2| osea (8,-2,12) otambién (4,~1,6)
La recta por F paralela a t sera:

x—2 y—-4 z+1

4 -1 6

De las tres rectas v, 8 y t, ;s0n paralelas dos de ellas? ;Se cruzan? ;Se cortan? En este il-
timo caso hallar el punto de interseccion.
SOLUCION

En primer lugar pasamos las ecuaciones de las rectas v y & de la forma continua a la

cartesiana
o X=8_y-5 z-1 ,{ 2x — 6=4y — 20 ,,{ x—2+ 7=0
4 2 -5 —S5x+15=4z — 4 5x + 4z -19=0
x—-7 y-3 z {4x-28= z {4x—z—28=0
Bl e T ot 5 e—m— = =
1 -1 4 4y — 12=—2 4y +z-12=0
Siendo t
x+ 10y +z=82
t I_x+ 2y +2=22

Ia posicién relativa puede estudiarse mediante el rango de las matrices de los sistemas res-
pectivos (n° 24, pag 139). Asi tenemos:

vVys
1 -2 0 1 -2 0 -7
{5 0 4 ,_[ 5 0 4 19
Mty 0 1] M=14 01 28
0 4 1 0 4 1 -12
rangM = 3 rangM’= 4 Se cruzan
vyt
1 -2 0 1 -2 0 -7
5 0 4 , 5 0 4 19
M 3 10 1] M=l 1 10 1 82
-1 2 1 -1 2 1 22
rangM = rangM® = 4 Se cruzan
syt
4 0 -1 4 0 -1 28
[0 4 1 Lo 4 1 12
M=l 1 10 1] M= 1 10 1 82
-1 2 1 ~1 2 1 22
rangM = 3 rangM’ = Se cruzan

Hallar la ecuacion de un plano que contengua a la recta s.
SOLUCION



Para escribir la ecuacién de un plano que contenga a una recta

Y

basta tomar un punto de la recta, un vector director de la direccién de la recta y otro vec-
tor cualquiera no dependiente del anterior,

En nuestro caso:

Punto de la rectas: (7,3,0)

Veetor direccion des:  v=(1,~1,4)

Otro vector cualquiera no dependiente del anterior: w=(1,1,4)

Ecuacion de un plano en las condiciones pedidas

x=7+ a+ §
?y=3—- at+ f i 4x -z-28=0
z=0+4a+48

40  Hallar la ecuacién de un plano que sea paralelo a la recta v.
SOLUCION

Para escribir la ecuacion de un plano paralelo a una recta dada

e

...... —

basta que el subespacio que define el plano contenga al vector director de la recta, luego co-
mo base de dicho subespacio se puede tomar el vector director de la recta y otro cualquie-
ra no dependiente de él. Si ademas se desea que la recta no esté contenida en el plano basta
tomar un punto que no sea de la recta para escribir la ecuacion del plano.

En nuestro caso:

Punto que no seade v: (0,0,0)

Vector director de v: v = (4,2,-5)

Otro vector no dependiente de v: w =(1,0,0)

Ecuacién del plano pedido:

x= 4a+g
y= 2a = 5y+2z=0
‘z= —Ja

41 Elpunto (2,3,5), ;pertenecealarecta v? ;Y el (~1,3,6)?
SOLUCION
El punto (2,3,5) no pertenece a la recta v porque no satisface su ecuacion.

El punto (—1,3,6) si pertenece a larecta v.

42  Hallar el punto de interseccién de la recta s con el plano 7.
SOLUCION
. 4x —z=28
Recta s, en cartesianas (problema 5.38) {
4y +z=12

81
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Plano v , en cartesianas (problema 5.33) x—-3y+52=8
Para hallar el punto de interseccion hay que resolver el sistema:

4x — z=28

3 4y t+ z=12

" x—3y+52= 8
.. 89 31 20
cuya soluciones x=-— y=— z=—
12 12 12

por lo que el punto interseccidn es
( 89 31 20 )
271212

Hallar x para que la recta que une los puntos A y (—2,x,0) sea paralela a BC.
SOLUCION

Llamando P a (—2,4,0), para que la recta que pase por A y P sea paralela a la que pa-
sapor By C debe ser, AP = A.BC , es decir:

A(23) P(-2x0) = AP(-3,x-2,-3)
B(-160) C23~4) = BC(3-3-4)

(-3,x-2,-3) =X.(3-3,~4)

—-3=A3 = A=-1
-3=A(-%) = A= vy

lo cual es imposible.

Hallar el plano que pasa por la recta intersecciéon de a y 7y y el punto (2,-3,1).
SOLUCION

Ecuacién cartesiana de 7y (problema 5.33) x—3y +52=8
Ecuacion cartesiana de « 3x+2y —4z=5
Haz de planos determinado por a y 7.

BGr+u)x + (@A —3u)y + (—4A +5m)z =51+ 8u
Si el plano del haz pedido tiene que pasar por (2,—3,1) debe verificarse:
(BGA+pu).2 + (2N — 3u).(—-3) + (—4A + 5p).t = 5A+8u

de donde 8
-9A+8u =0 A =-9— M
y una solucion particular tomando u=9
A=8 ,  M=9

con lo que el plano pedido sera:
33x — 11y +13z= 112

(Las otras soluciones de A =8/9 u dan lugar a ecuaciones con coeficientes proporcionales).
Hallar las nuevas coordenadas o ecuaciones de E, s y g en el nuevo sistema de referencia del
ejercicio 5.6
SOLUCION

a)  Para el punto E, aplicando la ecuacion matricial del cambio del problema 5.6 al pun-



to E (4,0,5) obtenemos

1 1 1 3 2 6 5
x’ - = —=\ A1\ [=——_-— -——
2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 3 2 6 11
Y=l = = = Ho-2)]= —4+—+— | = —_
2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 3 2 6 1
z’ — — —[\5+1 —— e — —
2 2 2 2 2 2 2
5 11 1
es decir, E en el nuevo sistema es el punto de coordenadas — — |, = 5
b)  Segiin el problema 5.6 las ecuaciones del cambio pueden escribirse:
‘x=1+x"+y’
y=2+x"+2’
z=—1+y’'+2’
o . 4x —z=28
por lo que escribiendo las ecuaciones cartesianas de s : {
4y +z=12

las ecuaciones en el nuevo sistema seran
{4(1+x’+y’>—<—1+y’+z’>=28

42+ +2)+ (-1 +y’ +2)=12
o simplificando

4x’+ 3y’ - 2°=23

4x’+ y'+52’= §
¢)  Porla misma razon el plano § de ecuacion 8x —y —z + 1=0 se transforma en el de
ecuacion

H1l+x+y)—@+x+2)— (1 +y +2)+1=0 -
o bien

x4+ 7y -2 +8=0






CAPITULO VI

Espacio euclideo tridimensional

Dados los vectores u=(2,—5,3) v=(4,-3,2) y w=(0,2,~7}, calcular los productos escala-
res uv , WW , V.W.

SOLUCION

wy = (2”_5)3) . (4!_3v2) = 8 + 15 + 6 = 29
uw= (2,-53).(0,2,~7) = 01021 = 31
v.w = (4'1"'3r2) . (0)2,”‘7) = 0 - 6 —_ 14 = -20

Determinar el médulo de los siguientes vectores: (2,~5,4), (5,6,~4) y (3,~1,0).
SOLUCION

1254 =+ V2 F (B +47 = +/ 4 +25+16 =+VA5=+3 /5
1(5,6~4) I=+ V/TBF 0 +16 = +/77
I@,-1,0)I= +/TF1+ 0 =++/10

Escribir tres vectores que sean ortogonales al (2,~5,3).
SOLUCION

Deben ser vectores (x,y,z) tales que (2,—5,3).(x,y,z) =2x — 5y + 32 =0
Hay que buscar pues soluciones a la anterior ecuacién, o lo que ¢s lo mismo al sistema

5 3
X’-"‘E'a——z-ﬁ
y=a
2=
a=1 f=1 = x= ] y=] z=] estoes (1,1,1)
a=2 =0 = x= § y=2 2=0 estoes (5,2,0)
a=0 f=2 = x=-3 y=0 z=2 estoes (-8,0,2)

Escribir un vector que sea ortogonal al subespacio definidor del plano x - 2y + 87 - 7=0
SOLUCION

Para hallar dicho vector debe hallarse una base del subespacio definidor del plano, Pa-
ra ello podemos escoger dos vectores cualesquiera determinados por tres puntos del plano,
con tal que dichos vectores sean linealmente independientes.

e

Tres puntos del plano x -2y + 832 ~7=0
7 7
A (0,0,-3-) B (0, -3 0 C(7.00)

que determinan los veciores BA (0,—2-,3) y BC (7,-2-, 0).

Estos vectores son linealmente independientes 85



0 7
rang _7 l
2 2
7
— 0
3

luego forman base del subespacio definidor del plano.
El vector (x,y,z) pedido debera cumplir pues:

0 7z =0 ! + LA 0
(,g,s)-(x,y,Z) 57 %z
@=0). xyz=0 7Tx+—y=0
2 2
sistema cuyas soluciones pueden expresarse en la forma

1
X = ——2X

2
y=2A

3
z = -—AX

2
Asi un vector puede ser, por ejemplo, tomando A = 2
x=-1, y=2 ,z=-3 = (-1,2,-3)

Hallar un vector unitario dependiente linealmente del vector (3,3,—4).
SOLUCION
a
Segiin la proposicion 5.2 puede tomarse i en nuestro caso
2

3 3 —4
1(33-4)1=+9+9+16 = /34 vy el vector sera el (ﬁ,ﬁ, '\—/-3_;)

Dados los vectores ortogonales v = (2,1,2) y w = (3,—2,—2) hallar otro que con ellos deter-
mine un sistema de referencia ortogonal.

SOLUCION
Sea u = (x,y,z) el vector pedido. Debe cumplirse:
vow = (2,1,2).(3,~2,-2) =6 — 2 — 4 =0 (efectivamente v yw son ortogonales)
vu = (2,1,2). (x,y,z) =2x+ y+2z2=0
wau = (3,-2,-2).(x,y,2)=3% —2y —22=0
Resolviendo el sistema formado por las dos iiltimas igualdades se obtiene
x= A 7
y=25A = u es de la forma (7\,5),-—37\)

7
2= ——A
2

En particular puede ser: u = (2,10,-7).



10

Con los vectores del ejercicio anterior formar una base ortonormal.
SOLUCION

Como ya forman una base ortogonal basta con hallar aquellos vectores unitarios de-
pendientes lineal y respectivamente de cada uno de eltos:

1212 1=3 1 (3,-2,-2) =y 17 1(2,10,-7) I = 317
Asi la base sera:
212 3 2 2 10

12 B B 7
33 ‘T 3\/‘ 3V 3V

Hallar los dngulos de los vectores del problema 1 tomados dos a dos.

SOLUCION

lull=+/38 Itv 1=+/99 lwli=+/53
9

cos iy = bk = 2 = (0’8736

Tull. Ivi /1102
arc cos 0’8:('36 = 0°508 radianes 6 29° 7’
=31

A
Y BV B m

arc cos —0°6908 = 2’333 radianes 6 133° 41°

v 20 20 . 0’5101
Cos V,W = — S e
V2953 1537

arc cos — 0°5101 2 2°107 radianes 6 120° 40’

0°6908

Calcular los cosenos directores del vector (2,2,—2) y deducir de ellos el valor de sus éngulos
directores.

SOLUCION
II(22—2) Il = J—= 2V3
cosa = —2\/—_- Tz 0’5774 = a=0955 radianes 6 54° 44’
_ 2 —_ 1 —_
W s v fre
cosy = oL =_ 05774 =  y=2°186 radianes 6 125° 16’
2v3 V3

Dados los vectores u= (3,-1,4) v=(-1,3,-2) y w=(5,0,2) calcular uav,aAwy vaw,
SOLUCION

i 3

wAv = | j -1 3 |= -10i+2j+8k = (-10,2,8)
k 4 -2
(formalmente)
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12

13

14

i 3 5

uAw = i -1 0 =-2i+14j+8k = (-2,14,5)
k 4 2
i -1 5

VAW = j 3 0]=6i-8j—15k = (6,-8,~15)
k -2 2

Calcular el producto mixto de los tres vectores del ejercicio anterior.

SOLUCION

3
u.(vaw) = det(uv,w) = |-1
4

Hallar la ecuacién continua de una recta que pasando por el punto (2,—1,5) sea perpendi-
cular a la recta de ecuacion (x,y,z)= (-5,6,2) + A (3,—1,2).
SOLUCION ,

Bastara determinar un vector director de la recta pedida que debera ser un vector
(a,b,c) perpendicular al (3,1,~2), director de la otra recta,

(abe).(3,1,-2) = 3a+b—-2c =0 )

Existen tantas soluciones como soluciones de la ecuacion planteada. Una solucion
particular puede ser

a=2 b=0 ¢=3 = (2,0,3)

con lo que la ecuacion seria:

x-2 y+1 z-5
2 0 3

Averiguar si la recta dada como dato en el ejercicio anterior y la de ecuaciones
20 -3y + z-1=0
x+5y—-3+2=0
son perpendiculares.
SOLUCION

Para averiguar si son perpendiculares debe verificarse si sus vectores directores son or-
togonales, por lo que debe hallarse el vector director de la recta dada que es el vector

|—3 1| 1 2112 -3 - 4713
5 -3’13 1}'}J1 s *.7.13)

Siendo (3,1,—2) el vector director de la otra recta debe comprobarse cual es el valor
del producto escalar de ambos

(31,-2).(47,13)= 12+7-26 =—7 # 0

Las rectas no son perpendiculares.

]

Hallar la ecuacién de la recta que pasando por el punto (2,-5,3) es perpendicular al pla-

no de ecuaciones paramétricas
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16

17

x=2—3a+ 58

y= 4a- § ;‘
z= a+ 28 |
SOLUCION |

Siendo la ecuacion vectorial del plano
x = (2,0,0) + a (-3,4,1) + 8 (5,~1,2)
el vector director asociado al mismo (definicion 13.1) sera
-341) (5,-1,2) = 9,11,-17)
y la ecuacion de la recta pedida sera:

x= 2+ O\
x = (2,-53)+1(9,11,-17) obien { ¥ =—5+11A
z= 317\

Hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta que une los puntos (2,~1,3) y (-4,2,2)
en su punto medio,

SOLUCION

El vector que une los dos puntos sera un vector director asociado al plano
(-4-2,2+1,2-3) = (-6, 3,-1)

El punto medio de los dos puntos es el punto (—1,—2,5) por lo que la ecuacion sera:

1 5
(x+l).(—6)+(y—-—2-).3+(z——2-).(—1)= 0
—6x+3y-z-5=0

Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (1,—2,2) (—3,1,-2) y es perpendicular
alplano x — 2y — 52 +3=0
SOLUCION

El vector director asociado al plano pedido debera ser ortogonal al vector determina-
do por los dos puntos del plano

1+3,-2-1,2+2) = (4,-3,4)
y al vector director asociado al otro plano

1,-2,5)
por lo que, llamandole (a,b,c), debera cumplir
{(4, -3, 4).(abe)=0 {4a—3b+4c= 0
1, -2, -5). (a,bc)= 0 a—2b—5c=0
. . 23 24
Entre las soluciones de este sistema a=— = c, b=— < ¢, ¢ = ¢, sepuede
tomarla a=-23 , b=-24 | c¢=5:(-23,-24,5) y la ecuacion del plano sera:

v.(x—a)=0
—23(x—-1)-249y+2)+5(z-2)=0
23x + 24y — 52+ 35= @

Hallar la ecuacion general del plano (x,y,z) = (2,3,1) + a (-5,4,—1) + B (3,2,~1).
SOLUCION

89
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Vector director del plano
(-541)a (3,2,-1) =(-2,-8,-22)
Ecuacion general (x —a).v=0 ;
(x-2,y-3,z-1) . (-2,—-8,-22)= 0
—2x+4 -8y +24-222422=0
—2x ~8y —-22:+50=0
x+4y + 11z -25=0

Determinar las coordenadas polares y cilindricas del punto (0,-2,—2).
SOLUCION

Polares
p=xt+xi+xd =02+ (22 +(-2? =4+4=8 = p=V/8=2V7%
X _ 2 o o= 5 e
= - g7 ¢=3
T+x7 0° +(=2)° Vi 3
tgd = Vit | VOREY =1 = 9= 5 135
-2 -2 -2 4
3r 3m
eve,—,—)
) 2 ' 4
Cilindricas
p=Vxi+xg =07 +(-2)7" =2
X2 —2 317 » O
fga=— = —— > a=— § 270
Xy 0 2
X3 = -2
@3 _2)
2 3

Deoterminar las coordenadas rectdngulares y cilindricas del punto que en polares es (4,21 0

30°).

SOLUCION

Rectangulares

V3 ) 1
2 "2

o o 1 1
Xz =p sen psen 3 =4, sen 210" . sen 30 =4,(—?). = = -1

V3

x3=pcos® = 4.cos30°= 4.-——2—-'—‘ 2v'3

(-V3, -1, 2v/3)

- VT

x; =p cos psend =4. cos 210° . sen 30°=4. (-

Cilindricas

o=V = VT T = VIIT =2




a=¢ de polares = 210°

moavE le, 2100, 2v3) T

20  Determinar las coordenadas rectingulares y polares del punto que en cilindricas es (6,120°

~2).
SOLUCION
Rectangulares 1
x1=6.c08120° = 6.(——) = —3
2
x; =6.s8en 120° = 6(—\/%) =3v3
X3 =~—2
l(-3,3vT, -2)]
Polares
p=V Xt +x3 =/ 9F271+4 =40 = 2410
=_3§3—= -V3 = p = 120°
N g VXl Vo+aT LI > 9 = arctg (~3) = 108° 26’
X3 -2 —2

[Q\/m , 120° | 108° 26’)]

21 ;Cudl seria la ecuacion en coordenadas polares del plano x + 2y —z + 5 =07,
SOLUCION
pcosp send + 2psenpsend —pcosd+5 =0
p(cospsen ¥ + 2senypsend — cosd) = —5
22  Determinar la proyeccién ortogonal del punto (2,—3,4) sobre la recta

x—2y+32+1=0
3x-2y+ z2-1=0

SOLUCION
Vector director de la recta
-2 3 3 1 1 -2
s ’ = (4,8,4)
-2 1 1 3 3 -2

1
otambién  —.(484) = (L2))

Plano por (2,—-3,4) perpendicular a la recta dada
L.(x—2+2.(y+3)+1,-4H=90
x—2+2y+6+z2-4=0

x+2y+z=0
Interseccion de este plano con la recta dada
x+2y+ 2 =0

x—2y+3z+1=0
3x~-2y+ z2-1=0 91
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24

1
Cuya solucion x= —2- yY=0 z2=— ) nos da el punto proyeccion ortogonal:

P=( =, 0, )
2’ 2
£l vector | AB = (4,~2,5) y el vector director de una rects v forman un dngulo de 30°.
¢ Cudl es el médulo de la proyeccion ortogonal de [ AB ) sobre v ?.

SOLUCION

I[AB ]I =I[{AB]I= \/42\#—2)%52 .c0s 30° =
3

3VJ15
= 16+4-+25.—2—-= 3 = 581

Determinar la ecuacién continua de la recta proyeccién ortogonal de
x-2y+5z-9=0
-2x+3y+ z+3=0
sobre el plano 2x + 2y —z +6=0.
SOLUCION
El haz de planos cuya arista es la recta dada es:
a(x—2y+52-9)+8(-2x+3y+z+)=0
@-2x+(-2a+30)y+Ba+p)z+(-—9%a+36) =0
De los planos del haz, determinemos el que sea perpendicular al plano 2x + 2y — z+
+ 6 =0 para ello los vectores directores asociados respectivos deben ser ortogonales.
22-1).(x~28 , —2a+38 , 5a+)=0
2(a-20)+2,(-2a+38)-1.(5a+p) =0
2048 —-4a+6f—-5a—F =0
—Ta+p=0
g = Ta
por lo que el plano del haz perpendicular al plano 2x +2y —z + 6 =0 sera:
(a-14a)x + (-2 + 2la)y + (Sa + 7a)z + (—9a + 21la) = O
—13ax+19ay +12az+ 120 = 0
de donde, simplificando el factor de proporcionalidad « :
~13x+19y +122 +12= 0

Segiin definicion, la interseccion de este plano con el plano dado sera la recta proyec-
cion, cuyas ecuaciones cartesianas serian pues:
{ —13x+ 19y +122 +12=0
2x+ 2y— z+ 6=0

Para escribir su ecuacion continua hallamos su vector director

19 12 12 —-13] {-13 19
) ) ~—= (—43,11, —64)
2 -1 -1 2 2 2
y un punto. Para hallarlo se toma, por ejemplo, z =0 resultando el sistema
~13x + 19y +12=0 45 51 45 51
- x= - yEToom (- —2—,0)
2x+ 2y+ 6=0 32 32 32 32

y la ecuacion continua sera:
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25  Dados los puntos A = (2,~1,3) B = (0,4,—1) yC = (2,3,7) hallar las distancias entre ellos
tomados dos a dos.

SOLUCION
dA,B)=v (0-2)" + (4 +1)* +(-1-3)* =/4+25+16 =/45 =35
dA, Q) =V @2 +@+1)P +( 7-3)2 =/0+16+16 =/32 =42
dB,O)=VE 0 +(@ -4y +( 7+1) =/3a+ 1+64 =69

26  Hallar la distancia del punto (2,—~1,3) al plano 3x +2y + 32 +5=0

SOLUCION
4= [Ap, +Bp, + Cpy +D |
v A5 ‘f‘Bl + C’
d_|3.2+2.(—1)+3.3+5|_ 16 —24+9+51 18
V3T+ T 43t VO+4¥9 22
27  Hallar la distancia del punto (0,~5,2) al plano (x,y,z) = (2,0,3) + af(-4,9,—2) + 8(5,—3,8).
SOLUCION

Segiin lo expuesto en la pagina 171

p—a= (0-52)—(2,0,3)=(-2,-5,-1)

ua v=(—49,-2) (5-3,8)=(66,22,-33)=11.(6,2,-3)
luavi=011.(62-3)==11./36+4+9 =11/49 =11.7=77

d'_ldet(p—a,u,V)lg 209 19

hwavl 7 7
ya que 9 4 3
-5 9 -3 = -209
-1 -2 8
28  Hallar la distancia entre los planos paralelos:
2x+5y —z+5=0 y 22 +5y ~z2+9=0
SOLUCION

Tomamos un punto del primer plano, por ejemplo el correspondiente a los valores
x =y =0 que sera (0,0,5) y hallamos su distancia al segundo que por sus coeficientes es e-
fectivamente paralelo al primero.

g o12.0+5.0-5+91 4

V2ZT+5T+ (-1 V30

29  Calcular la distancia del punto (—2,1,3) a la recta

-1 yt+t6 =z
3 -2

93



SOLUCION :
p=(-213) a=(1,-2,0) v=(23,-2)
p—a=(-333)
(p—a)Av=(=333) A (23,-2)=(-15,0,-15)= 15 . (-1,0,-1)
f(p-—a)avh=1015.(-10-1) 1 =15¢/T1T+1 =15./2

fvl=va4+9+4=+17

4= 15v2
V17T
30 Caleular la distancia entre las rectas paralelas
x—2 y+1 z+3 r—4 yt6 =z
3 4 -2 3 4 -2
SOLUCION

Como efectivamente son paralelas, segiin se desprende de sus vectores directores, to-
mamos un punto de la primera, por ejemplo (2,—1,—3) y hallaremos su distancia a la segun-

da.
p=(2-1,-3) a=(4-6,0) p—a=(-2,5-3) v=(34-2) lvli=y29
P®—a)av=(2-13,-23) I(p~a)a vl =702
V702 [702
Vs V2
@ Calcular la distancia entre las rectas que se cruzan
x—~1_ y+2 z-~1 x+2 y-2 z+5
2 3 2 5 4 -3
SOLUCION
De acuerdo con lo expuesto en el niimero 28 se tendra:
Las dos rectas pueden escribirse
x=(1,-2,1)+1.(23,2)
x=(-22,-5) +u.(-54,-3)
por lo que

b —a=(-22,-5) — (1,-2,1) = (-3,4,~6)
v=(232) w=(-54-3) vaw=(-17,-4,23)

det(b—a,v,w)= —103 Ivawl =172 + 4% +23% = /834
_ldet(d—a,v,w)l 103
- fvawl - /831
x-2 y-1 z+1

32  Hallar la distancia de la recta

SOLUCION
Puesto que el vector director de la recta, (3,4,2) y el vector director asociado al plano
(2,~1,—1) son ortogonales:
342).2-1,-1)=6-4-2=0
la recta es paralela al plano.

p alplano 2x —y —z+6=0.



Para hallar la distancia de la recta al plano bastara hallar la de un punto de la recta,
por ejemplo el (2,1,~1), al plano.
d= 122-11-1(-1)+6 | _ 1o

VT (@Y Vo
Dados A = (3,1,-2) B=(4,0,—4) C= (4,-3,3) y D = (6,—2,2), hallar el dngulo que forman
Ins rectas AB y CD.
SOLUCION
AB=(4-3,0-1,-4+2) = (1,-1,-2)
CD = (6—4,-2+3,2-3) = (2, 1,-1)

El ingulo que forman las rectas AB y CD es el de sus vectores directores, cuyo cose-
no viene dado por:

__AB.CGD _(-1-2).@l-1) 2-142 3 1
O CTVAB LICDI 17144 Varitl v6v6 6 2
y por tanto .

n
w=60" 6 ~3— radianes.

x—-1_y-2 z-§
Hallar el dngulo formado por la recta 3 T = y yelplano 2x + 7y — 6z +1=
=0.
SOLUCION
Siendo el vector director de la recta (3,1,4) y el vector director asociado al plano
(2,7,—6) el angulo ¢ sera aquel tal que
314 . 27-6) 16+7—-241 11

19 == = =
TGN 127, 6)1 JOEt1+16 VA 149536 2314
11
= arc sen——==—=-2= 13° 13° & 0°23 radianes
RN v
@ Hallar el angulo que forman los planos 2x —y +z - 7=0 y x+y+2z - 11=0.
SOLUCION

Vectores direciores asociados: (2,-1,1) y (1,1,2)
1 @-1Ly.@L2)

9
A VaririJ/iriTa

1 o
=—— = 8=60
2

36  Escribir las ecuaciones de los planos del ejercicio anterior en su forma normal.
SOLUCION

La ecuacion normal del plano  2x -~y +2z-7= (
sera:
2 1 + 1 7 0
V6 TVE VBTV
y la del plano xty+22-11=0
1 1 2

11
fx+\/_?Y+\/_-—6z_\T= 0



37  Calcular el drea del tridngulo de vértices (2,—5,3),(4,0,—2) y (3,3,7).
SOLUCION

1 - 1

=5 i AB A AT | =—2—|| 25,~5) A (1.84) Il =
1 1

=—2~ I (60,~13,11) H =-2—'\/ 3890

38 Calcular el drea del cuadrilitero de vértices (1,0,3) (-2,5,4) (0,2,5) y (—1,4,7) comproban-
do previamente si son coplanarios.

SOLUCION
Denominando a los cuatro puntos A, B, Cy D, la ecuacién del plano ABC seria:
1 1 1 1
1 -2 0 Xi— 0
0 5 2 y
3 4 5 2
por lo que serdn coplanarios si D satisface esta ecuacion es decir, si
1 1 1 1
1 -2 6 -1{=-
0 5 2 4
3 4 5 7
y efectivamente es asi pues
1 1 1 1 1 3 1 2
1 2 0-1| |t o o0 of _ A & I
0 5 2 4/ ~jo 5 2 4|=-| 35 2 =-[1 20
3 4 5 7 3 10 5 10 10 5 10 0 50

Para determinar el drea del cuadrilitero, en general, bastard con descomponerlo en-
triangulos. Consideremos primero el triangulo ABC.

1 — — 1 1
S =E" AB A AC |l =—2- 1(-3,51)a (-1,2,2)l =?" @5-1)l =

1 1 3
=-2—-\/64+25+1 =? 90 =—2'\/ 10
Consideremos a continuacién el triangulo ACD.

| — 1
S =-? JACAAD ='E' +X-1.2,2) A (-24,4) |

e 4 2 . = . 2]
Aqui observamos que AD es combinacion lineal de AC, es decir, la figura de los cua-
tro puntos seria
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en realidad un tridngulo. Esto nos indica que previamente debiamos haber averiguado la
Posicion relativa de los puntos. En nuestro caso no existe en realidad cuadrilitero sino
tridgngulo ABD cuya superficie seria;

1 1
S= 1 ABA ADI =—1(351) A (-244)} =

1
=5 1(16,10,-2) | = 3/ 10

Calcular el volumen del tetraedro de vértices (1,1,1),(2,—1,3),(5,4,—2) y (3,~7,5).
SOLUCION
1

v _ll 44)'_ 22
s & 3

— o
O e DD

1
3
-7
5

DN B G






CAPITULO VII

Movimientos.y semejanzas en el espacio
euclideo tridimensional

1 En la traslacion de vector a= (2,—35,3), hallar los transformados de los siguientes puntos:

1
P= (1’0’3)’ Q = (2)—5a4)a R= (~6,—2' ;'}' ).

SOLUCION

p=pta q=q+ta r'=r+a

pi=1+2= 3 qi1=2+2= 4 r;=—6+2= 4

3=0-5=-5 3 5-5=-10 2 ! 5 i

P2 qa 2 > 2
- 1 10

p3=3+3= 6 q3=4+3= 7 r§=-—§+3=——3—

9 10

P’=(3,-5,6) Q'=(4,-10,7) *= (4,—5, 3—)

x—1 y+2 z+1
2 Hellar la imagen de la recta = 3 = p en la traslacion de vector a= (-1,0,5)

SOLUCION

Es la recta paralela a la dada que pasa por el punto imagen de P=(1,—2,—1)enla
traslacion de vector a=(—1,0,5).

El punto imagen de P, P°, es:
P’ = (1-1, -2+ 0, -1 +5) = (0,-2,4)
por lo que la ecuacion de la recta pedida es

% y+2 z-—-4

3 Escribir las ecuaciones de la traslacién por la que el plano 2x — y + z + 5= 0 se transforma
enelplano 4x — 2y + 2z + 3 = (.

SOLUCION

Expresando las ecuaciones de los dos planos en forma paramétrica

X=Q X=a

y=8 y=8

z=-52a+f 3
z=—5-——2a+ﬂ

la traslaci6n serd aquella de vector a tal que el punto (0,0,5) se transforme en el (0,0,—3),
¢s decir:

3 7
a = (0,0, -2-‘) - (0,0,-5) = (0,0,—5-)

y las ecuaciones de la traslacion en este caso serian

x'=x
y =y
7
2z =z+—
2
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Observemos que las soluciones pueden ser muchas ya que las ecuaciones de los planos
en paramétricas pueden escribirse a partir de uno cualquiera de sus puntos. En realidad,
pues, cualquier vector que una a un punto de un plano con un punto del otro, definiri u-
na traslacion que transformara el primer plano en el segundo.

J N S Sl S

£ Qué traslacion transforma la esfera x2 + y* +z* + 4x — 6y + 8z — 7= 0 en una esfera
con centro en el origen? Escribir la ecuacion de la esfera imagen.

SOLUCION
Si de la ecuacion de la esfera
-+ -l +E—c)2=R?
pasamos por desarrollo a la forma general
x*+y* +22 + Ax +By +Cz+D=0
de forma aniloga a como se hace con la circunferencia en el plano, obtenemos las relacio-
nes:

——201 =A —2¢, = 4
—202 =B -—201 =_6
—2¢3 =C  que en nuestro caso nos dan: —2c3= 8
2 +c3+c2-R*=D cd+ct+ei—R=_7

de donde se obtiene C =(-2,3,-4) R =6

La traslacion pedida sera aquella que transforma el punto (—2,3,—4) en el (0,0,0).es
decir, la de vector
a = (0,0,0) - (-2,3,—4) = (2,-34)

que tendra por ecuaciones

x’=x+2
y=y-3
z’=z+4

y la esfera imagen tendra por ecuacion
x? +y2 +22=36
ya que su centro es (0,0,0) y su radio es 6.

Escribir las ecuaciones de la simetria central con centro en P=(4,3,—7) y hallar la imagen
del origen por dicha simetris.

SOLUCION
x'=—x+2p . p=(43,-7)
x'=—x+ 8
y'’=—y+ 6
z’=—z—- 14

Aplicando a (0,0,0) resulta como imagen el punto (8,6,—14).

Observando que el centro de simetria es el punto medio entre un punto y su imagen, por
medio de las ecuaciones de la simetria deducir las formulas del punto medio de un segmen-



to AB, A =(a,,83,a3) B=(by,by,b3)
SOLUCION
Denominando M = (m; ,m; ,m3) al punto medio del segmento AB
M 8
A—/_/‘
B seria la imagen de A en la simetria central con centro en M por lo que deberian satisfa-
cerse las ecuaciones
bl =—ay + 2m,
b, =—a; +2m,
' h3 =—ay + 2m3
de donde
ai + hl
2
az + b2
2
as + h3
2
expresion de las coordenadas del punto medio de un segmento en funcion de las de los ex-
tremos.

m; =

my =
my =
x+2 y-1 =z+3

Hallar la imagen de la recte P = 3 = 2 en la simetria central con respecto al

origen.
SOLUCION

Es la recta paralela a la dada que pasa por un punto simétrico de un punto de la recta
dad, por ejemplo, el (—2,1,—3). Su simétrico respecto al origen sera:

x’= 2-20
y'=-1-20
z2’=-3-20

el (2,—1,3), y, en consecuencia, la ecuacion de la recta imagen es:
x~2 y+1 z2-3
-3 3 2

Hallar el centro de simetria por el cual el plano de ecuacién 2x — 3y + 4z — 5 = 0 se trans-
forma en su paralelo por el origen.
SOLUCION

El plano dado en paramétricas puede escribirse

X=a
y=8§
5 2 3
z=—-——a+—§
4 4 4

5
con lo que basta tomar el centro de simetria tal que el punto (0,0 -) se transforme en el
(0,0,0), y que seria

101
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11

12
162

2 2 7 2

Obsérvese que como el punto definidor del plano puede ser otro que el (0,0,5) caben

muchas soluciones distintas. Por ejemplo, siendo el punto (2,1,1) también del plano dado
¢ste podria escribirse:

x=2+a

y=1+8

0+0 0+0 O0+5/4 5
=(070,§)

1 1
= centro de simetria  (1,—,—)
2 3 2 2
z=1-—a+—4

4 4

Hallar la ecuacion de la esfera simétrica de la x* + y* +2* —_8r+4y +6z+4=0enla
simetria de centro P=(1,-4,2).
SOLUCION
Centro y radio de la esfera dada: C=(4,—2,-3) R=5
Simétrico de (4,—2,—3) respecto a (1,—4,2)
x'=—4+ 2. 1=-2
y’'= 2+2(-4)=-6 (-2,~6,7)
2= 3+ 2. 2= 7
Esfera imagen, con centro en el simétrico del centro y mismo radio

x+2)? +H(y+6)> +(2-T7) =25
o bien
2 +y3 422 +4x+by - 142 +64 =0

/]

r—-1 y+3 z-5

Hallar la ecuacién de la recta simétrica de la de ecuacion p p en la si-
metria respecto al plano XY.
SOLUCION
x~1 y+3 z+5
2 4 -6
o [2r+3y=0
En la simetria respecto al plano XY, un plano corta al XY en la recta ¥ pasa

lz=0
por el punto P = (3,5,4). Hallar la ecuacion de su simétrico.
SOLUCION

La interseccion con el plano de simetria serd doble en la simetria, por lo que el pla-
no solicitado serd el que pase por el punto P’ = (3,5,~4), simétrico del P respecto al plano
XY, y cuya interseccion con el plano XY sea la recta dada.

Para determinar su ecuacion buscamos dos puntos de esta recta, por ejemplo:

0,0,0) vy (3.-2,0)

y la ecuacion del plano sera:

x-0 3 3
y—-0 -2 51=0 o bien 8x +12y +212=0
z—-0 0 —4

Hallar el simétrico del punio P = (4,3,—6) respecto al plano 2x +y — 3z + 7= 0.



SOLUCION

Determinaremos en primer lugar M proyeccion ortogonal de P sobre el plano.
Recta perpendicular por P al plano dado:

x-4 y-3 z+6"

2 1 -3
Interseccion de esta recta con el plano:
x—4 y-3 =2+6 x—-4=2y —6
2 1 _3 —-3x+9=z+6
2x+y —3z=-7 2x+y—-32+7=0
8 3 12 . 8§ 3 12
XT—w==  y=—  z=—  egdecir, M=(-—-,—,—-—-)
7 7 7 707 7
Con la proyeccion ortogonal ya podemos escribir las ecuaciones de la simetria respec-
to al plano
x’= —x+2m
, 16
X = —Xx—~—
7
. 6
y = -yt —
‘
24
2= 74—

. L. 3 44 15 66
y, en particular, las de P’ simétrico de P seran: ( S ,——7—»)
13 Hallar la ecuacién de la simétrica de la esfera de centro en (4,—2,~5) y radio 2 respecto a
plano x +y+z-2=0.
SOLUCION

Sera la esfera del mismo radio con centro en el simétrico del centro.
Determinemos esta.

Recta perpendicular por (4,~2,~5) al plano x +y +z - 2=0
x-4 y+2 245

1 1 1 17 1 10

Interseccion de esta recta con el plano : x = -3— Yy ——— 2= — —

Simétrico del punto (4,-2,—5 (22 4 5)
imétrico del punto (4,—2,—5) : | —, —, ——

P ) 3 3 3
Ecuacién de la circunferencia:

2., R IV
(x=F P+ @5 )P + @+ =

o bien
2442 8 + 10 + 163
X )~ =X —=y +—zt— =
y 308" 3
x+1 y-1 =z+1 L
14 Determinar la posicién relativa de la recta 3 = 3 = ¥ su simétrica respecto
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| al eje Z.
SOLUCION
Simétrica de la recta dada respecto al eje Z.
x—1 y+1 z+l
2 -3 5
Ecuaciones de las dos rectas en forma cartesina:
x+1 y-1 z+1 {3:—2y=—5 : x—1 y+1 z+1 ;{—3x+2y=——5

2 3 5 5x —2z=-3 -2 -3 5 Sx+2z= 3
Posicion relativa de las dos rectas
3 -2 0 3 2 0 -5
M=] 5 0 -2 M=} 5 0 -2 -3
-3 2 0 -3 2 0 -5
5 0 2 5 0 2 3

como rangM=3 y rang M’=4 las rectas se cruzan.

15  En la simetria respecto al eje z, ;hay alguna recta que pase por el punto (2,—3,6) cuya ima-
gen sea ella misma? Es decir, ;hay alguna recta doble que pase por (2,—3,6)7 Escribir su
ecuacion caso de que exista,

SOLUCION

En una simetria axial, como para determinar el simétrico de un punto usamos la pro-
yeccion ortogonal del mismo, las rectas que unen un punto con su proyeccion ortogonal
sobre el eje son dobles ya que en dicha recta junto con cada punto se halla su simétrico.

En nuestro caso como la proyeccion ortogonal de (2,—3,6) sobre el eje z es el punto
(0,0,6) la recta que une estos dos puntos sera doble, y su ecuacion es:

x-2 y+3 z2-6
2 -3 0

Ademis es la iinica recta doble que pasa por (2,—3,6) ya que cualquier recta doble
pasando por (2,—3,0) tiene que pasar por este punto y su simétrico (—2,3,6), y hay una so-
la recta que pase por dos puntos determinados.

16  Hallar la ecuacion del plano simétrico del 2x — y + 3z — 8 = O respecto a la recta
x—-1 y-2 z2-3
3 2 1
SOLUCION

Primero determinamos la expresion del simétrico de un punto cualquiera P = (a,b,c)
respecto de la recta dada. Para ello:

Plano por el punto (a,b,c) perpendicular a la recta
3(x—a)+2(y—b)+1z—c)=0
3x+2y+z=3z+2b+c

Interseccion de este plano con la recta dada que se obtiene del sistema:
3x+2y+ z=3a+2b+c

x —32=-8
y — 22=—4
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9a +6b + 3¢ — 16
14
_6at+4b+2c+8 Proyeccién ortogonal de (a,b,c) sobre la recta.
v 14
_3at+2b+c+32
- 14

z

Ecuacion de la simetria:

x = -—x+2p
siendo p la proyeccion ortogonal, de donde, llamando (a’b’,c”) al simétrico de (a,b,c) sera

g Jat6b+3c—16  datith+6e32

a’=—a

14 14
6a+db+2+ 8 12a—6b+4c+16
b=—b+2 =
14 14
3a+2b+ c+32  6a+4b—12c+64
C=—c +2 =
14 14

De donde se pueden expresar también a,b,c en funcion de a’b’,c’, resolviendo el siste-
ma s 4a+12b+6¢c =142’ + 32
1248~ 6b+ 4c=14b"~ 16
| 6a+ 4b—12c=14c’— 64
cuyo resultado es
_ 22 +6b"+ 3¢~ 16
7
6a’—3b"+ 2+ 8

a

b=

7
32+ 2b°— 6’ + 32

7

Siendo estas las relaciones que ligan las coordenadas de un punto con su simétrico, las
de un punto del plano (x,y,z) que verifican la relacion
2x ~y+32-8=0

se transformardn en (x’y’,2") y verificarin

[

9 2x’+ 6y’ +32’ 16 6x’—-3y’+2z’+8+3 3x’+ 2y’ — 62" + 32 g=
7 B 7 ' 7 -

I
o

de donde
x4+ 3y’ —22°=0

es decir, la ecuacion del plano simétrico sera:  x+3y —22=¢

Determinar la ecuacién de una recta tal que en la simetria respecto a ella sean simétricas las

esferas: (x— 1P +(y+2P +(z-3°=16
(x+3*+(y—4P +(z-5P=16

SOLUCION
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Sera cualquier recta que pase por el punto medio de los dos centros de las esferas y
sea perpendicular a la recta que une estos dos centros. Con ello se conseguira que los cen-
tros sean simétricos, y como las distancias se conservan, con ello bastara.

Centros  (1,-2,3) (~3,4,5)

-3+1 -2+4 345

) = (-L14
T )

Direccion de la recta que une los centros
v=(-3-1,4-(-2),5-3)=(-4,6,2)=2. (-2,3,1)

Luego servira como eje de simetria cualquier recta de ecuacion
x+1 y—-1 z2-4

a b c

contalque  _9;+3h+¢=0

ya que pasa por (—1,—1,4) y la segunda condicion expresa la perpendicularidad con la linea
de los centros.

Punto medio (

b

18  Hallar la imagen del punto P=(1,1,1) en el giro de eje Z y amplitud 45°.
SOLUCION
Ecuaciones del giro de eje Z y amplitud 45°

( X’=x c0sd5° — y sen 45° X'=— _ — =0
2 2
2 V2
y’=x send5° +y cos 45° = y’=—5—+—5-=\/—2"
z’=z =1

Siendo pues la imagen del punto (1,1,1) el punto (0,/2,1).
x-3 y-1 z-§

19  Hallar la imagen del punto P = (2,—3,4) en el giro de eje 2 = 5 = 3 y ampli-
tud 60°.
SOLUCION
Vamos a determinar en primer lugar la proyeccion ortogonal M del punto P = (2,-3,
4) sobre el eje de giro.

Eje: L _3 y—-1 z-5

4 2 3
P
Plano por P perpendicular al eje: / '_—‘:'M /
Ax—2)+2(y +3)+ 3z —4)= 0
4x + 2y + 3z=14

Interseccion, M, de este plano con el eje

4x +2y +32=14 27
z: N x:-—
. 29 :
x-6=dy— 4 = - —
X y y 29 100
3x — 9= 42 — 20 -
29

106



20

27 1 100
M ={— » TSy T
29 29 29

L
_»  Determinemos un vector MA en la direccién P, M
MP’ (P’ imagen de P). AP’

v » y 3 P
MA sera ortogonal a MP y al vector direccion

v del eje.
- 27 1 1
MA=MPa v= (2——-—- , =34+ — 4——22) A (423) =
29 29 29

1
= 55 (31,-86,16) A (423) = (-10-1,14)

El' punto P’ (x,y,2) sera tal que
KM I = W MP
pero MP’ = .MA
“HMP' I = A IMA |

y asi

AIMA T = §MP I A ISP 1
= = = m—— =
IMAN 29

y como I;'I.P’=)\.1\-'I.A

27 1 100
X, y+t— 2 — (-10,-1,14) o sea

297 59 )zx/
2710y
2
1.V
29
100 + 144/39
29

X=

P’ y=

z=

Hallar Ia ecuacion del plano imagen del x + y — z + 2= 0 en el giro de eje Z y amplitud 60°
SOLUCION R
Escribiendo la ecuacion del plano en paramétricas, por ejemplo
x=  «
% y= B
z=24+a+ B

y aplicando la expresion de la pagina 209 tenemos como ecuaciones del plano imagen

1 N 1 V3 1 V3
=0--0X".)+ a(l.—--0. — )+ B(0.=-1. ——
‘ x=(03 ) a5 7 ) T B0 7 )

- V- 3

1
=0 —+1.—- )+ a(l.—+0.— Y+ 8O0 —+1.—
y=( 2 2 )+l 2 0 2 )+ B 2 2)

v2=2 +ta+f

esto es:
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1 V3
x = —a—-——B

2 2

V3 1
="—d+ —
Y=, 2 8

z= 2 +a+f

que puede escribirse también en forma cartesiana.

1 V3
b 4 —_— e —
2 2
y \_/_.3 1 =0 =@&3-Dx-W3+t)y+22-4=0
2 2
-2 1 1

Determinar la amplitud del giro de eje z que transforma la esfera 224y 45 _2x— 2y
~2=0enlaesfera x* +y* +z2 +2x - 3=0.

SOLUCION
Centro y radio de la primera esfera Centro y radio de la segunda esfera
=221 ey ="2=1,c5=0 Loy = —— ¢;=0,¢3=0

-2 -2 : -2

R*=c? +c} +c3 —D=141+2 ,R=2 | R*=1+3 , R=2

Las dos esferas tienen el mismo radio. El giro que transforma una en otra sera aquel
que transforme los centros respectivos (1,1,0) en (—1,0,0), es decir, a través de las ecuacio-
nes del giro de eje z, aquel tal que

—1=1.cosa—1l.sena 1 1
0=1.sena+1l.cosa = genQ == , COBQ = —-~
0=0 2 2

solucion imposible ya que no hay ningin angulo que verifique estas condiciones.

Esta situacion responde al hecho de quenunca el punto (—1,0,0) puede ser imagen
del (1,1,0) en el giro de eje z ya que la distancia de cada uno de los puntos al eje s distinta
1en el (—1,0,0) y vZ enel (1,1,0). z

(1,1,0)
X :
El plano x + 2y — 3 + 1 = 0 se transforma por la traslacién producto Ty o T, en el 2x +

+ 4y — 2z + 3= 0. Sabiendo que b= (4,~3,2), hallar a.

SOLUCION
Planos en paramétricas.
x=a : x=a
x+2y-z+1=0 y=8 P o2x+4y-22+3=0 ) y=8
z=14+a+28 3
z=-2-+a+25
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3
La traslacion producto Ty, © T, = Ty 44, transforma (0,0,1) en (0,0,5) de donde:
3 1
a+hb= (0,0,—2- ) — (0,0,1) = (0,0,;)

como b= (4,-3,2)
1 3
=(0,0,~ ) —(4,-3,2) =(-4,3, - —
2=(00.5)- (4-32) = (-43,-5)

i

Obsérvese que como los puntos usados para definir el plano en paramétricas pueden
ser varios, pueden ser también varias las soluciones del problema, lo cual podia ya preverse
puesto que dados dos planos paralelos existen infinidad de traslaciones que transforman
uno en otro, todas las definidas por vectores que unan un punto de un plano con un punto

del otro. / . J" /
SV X T |

Escribir las ecuaciones de la traslacion producto Th o Ta siendo a = (3,——5,—2- )

1 1
b= (—3 »2, -Z) y hallar la imagen por la traslacion resultante de la recta:

{3x—2y+ z—4=0
4xt y-22+1=0

SOLUCION
La traslacion producto es la correspondiente al vector
a+b=(3———1- ,—5+2 ,-l+-l-) = (2,—3,1)
3 2 4 3 4

por lo que sus ecuaciones seran:
x’=x+—-
3
y'=y-3
3

=2+ —
4

La recta dada puede escribirse en forma continua como 3 = = y

como la imagen de (1,1,3) por la traslacion producto es

S
* 3 3
y=1- 3= 2
3 15
2’=34+—=— 11 15
4 4 X——s y+2 Z———4
la ecuacion de la recta transformada sera: = =
3 10 11
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Dado el plano x — 3y +z + 4 = 0 aplicarle el producto de simetrias centrales S(P)y S(Q),
siendo P=(2,—1,3) y Q = (3,4,—5). ;Da el mismo resultado S(P)oS(Q) que S(Q)SP) ?

SOLUCION

De acuerdo con la proposicion 10.1 el producto de las simetrias centrales S(P) y S(Q)
es una traslacion de vector 2 l-’-(’)

PQ=(3-2,4+1,-5-3)=(,5,-8) = 2.PQ=(2,10,-16)

Ecuaciones de la traslacion

sx’=x+ 2 x=x"—- 2
y'=y+10 y=y -10
z’=z- 16 z=2"+16

Plano transformado

(X —2)—3 @ —10)+ @ +16)+4=0
es decir, el plano de ecuacion

x—3Jy+z2+48=0

No da el mismo resultado S(P)oS(Q) pues en este caso la traslacion es de vector
2.QP =(~2,~10,16), y el plano transformado

(X +2)— 3" +10)+(z'— 16) + 4=0
osea

x—3y+z-40=0

—-1_y+2_z—1

x x+3 y-2 z+5
Dadas las rectas 3 5 = =

2 3 3 2 3

dar las ecuaciones de dos planos tales que al aplicar el producto de las simetrias respecto a
ellos la primera recta se transforme en la segunda.

SOLUCION

Las rectas son paralelas y pueden considerarse imagen una de otra por una traslacion,
por ejemplo, la que transforma el punto (1,-2,1), definidor de la primera recta, en el
(~3,2,—5), definidor de la segunda. Esta traslacion seria T, con a=(-4,4,-6).

De acuerdo con la proposicion 11.2 esta traslacion puede descomponerse en produc-
to de dos simetrias respecto a planos paralelos, a y §.
Como a podemos tomar
—4x+4y -62=0

equivalente a
2x — 2y +3z=0

y como f el trasladado de &« por T /2 con %= (-2,2,-3)

Ecuaciones de T‘/2

X,=X—2 x=x’+2
y'=y=+2 y=y -2
z2’=2-3 z=2"+ 3

Plano transformado de a por esta traglacion
2 +2)— 2y’ —2)+ 3@ +3) = 0
2 -2y’ + 32 +17= 0
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es decir, plano §:
2x -2y +32+17 = 0

Obsérvese la multiplicidad de soluciones posibles ya que pueden, primero, ser distin-
tas las traslaciones que se tomen de manera que una recta se transforme en la otra y segin -
do, la eleccion de « dentro de los de vector director asociado (—4,4,—6) también es libre.

Comprobar que si al punto P (4,2,5) se le aplican sucesivamente las simetrias respecto a los
planos 3x + 2y =0 y 5x — 3y =0 se obtiene el mismo resultado que si se le aplica direc-
tamente un giro de eje la recta interseccion de los dos planos y amplitud el doble del dngu-
lo que forman dichos planos.

SOLUCION
1 Simétrico de P (4,2,5) respecto a 3x + 2y =0
Perpendicular por (4,2,5) al plano 3x + 2y =0
x~4 y—-2 z2-5
3 2 0

Interseccion de dicha perpendicular con el plano
-, .5
( 13 13 )
Este es el punto medio entre P y su simétrico P’ luego:

) 9)

P= —— = —
( 13 13

2 Simétrico de P’ respecto al plano 5x — 3y =0
Perpendicular por P* a 5x — 3y =0

x + 14‘ y -l-iii
13 7 13 *5
5 30
Interseccion de dicha perpendicular con el plano
<_ w8
2217 221’

Este es el punto medio entre P’y su simétrico P, luego

218 964
o

3

221 ' 2:1

Y P” es el punto imagen final por la aplicacion de las dos simetrias.

3 Recta interseccion de los dos planos del eje de giro.

Es la recta de vector director (0,0,1) y que pasa por (0,0,0), es decir, es el eje z.

4  Angulo que forman los dos planos.

35-2.3 9
cos @ = =
ERVEY SERV/V T
81 19
sen @ =ty\fl - —— = t——n

m



El doble signo corresponde a la doble posibilidad en el sentido del giro.
5  Ecuaciones del giro de eje z y angulo 2a

x’=x cos 200 — y sen 2a
y'=xsen 20 +y cos 2

z’=z

81 361 140

cos 2a=cos? a —gen? a= — — -
442 442 221

19 9 171
sen2a=250nacosa=2.<- ).——-= +—

+

NZv TN N/ VTR )|

Con lo que las ecuaciones de los dos giros posibles son:

140 171 140 171
X —— X ——y X'=——x +—y
221 221 221 221
171 140 1M 140
= X o —— o ar—— —— —
M TR T TR TR TR
z’= z z’= 2

correspondientes, en realidad, a los dos productos posibles segiin el orden en que se to-

men las simetrias.

En nuestro caso es el segundo el que coincide, pues

171 218

_%;_‘11.4+-2—2T. =T

171 140 964

T TR I T
5= 5

27  Determinar la traslacién equivalente al producto de las simetrias de ejes:
r—1 y-2 z+3 x+1 y-1 z-1
3 2 4 3 2z 4
SOLUCION

Plano perpendicular a los dos ejes de simetria.

Entre los posibles tomamos el que pasa por (0,0,0) cuya ecuacion es:
3x+2y+4z=0
Interseccion de este plano con el primer eje. Interseccion con el segundo eje.
P=(ﬂ£§ -2 (_ﬂ B E)
29°29° 29 2929729
La traslacion equivalente al producto de las dos simetrias es la de vector:
2PQ = (__1_61,_2 .118..)
29 29 29
x+3 y-1 z-5
4 3

28 Descomponer el giro alrededor de la recta
m

y de amplitud 120° en



el producto de dos simetrias axiales de manera que el eje de una de ellas pase por el origen..
SOLUCION

Para hallar uno de los ejes de simetria, va-
mos a determinar primero la interseccion P del
plano wperpendicular al eje de giro r y que pasa
por el origen: :

Plano 7 '
2x +4y + 32=0
. P
Eje r: 0(0,0,0) L<
x+3=y—1=z—5 . viabic)
2 4 3
r

113 23 106
29’ 29 29

/
Uno de los ejes de simetria pedidos es el que une el origen con P, cuya ecuacioén pue-
de escribirse en la forma

x-0 y-0 z—0 ) X y z
= = o también F =
113 23 106 113 23 - 106
29 29 29

El vector director v = (a,b,c) del otro eje de simetria tiene que ser un vector perpen-
dicular al eje de giro (2,4,3) del y formando un angulo de 60° con el otro eje (113,23,
—106), por ello

2a+ 4b+ 3c=0
113a +23b — 106c =v/a” + b7 +¢? ./ 1137 + 237 + 1067 . cos 60° =

1
=4/a? +b% + % .4/24.534 -

Si a este vector, de modulo libre, le imponemos, para facilitar el calculo que su mo-

dulo sea
Val 2 + 2 =

2
+ 24.534
obtenemos el sistema

2a+ 4b+ 3c=0
113a + 23b — 106c =1

2
VITTTTT i
® ¢ TV %538

cuyas soluciones son

_B+1TVE - 19V 106+ 14V F
24.534 24.534 ¢ 24,534

®  1m3-uVw 23+19VE7 106 14V
YY) 24.534 ¢ 24.534

dos soluciones correspondientes a los dos posibles sentidos del giro.

13
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30

1M

Fijandonos en la primera, (para la segunda vale exactamente lo mismo), podemos to-
mar como vector director del segundo eje de simetria

0 =(113+17/87, 23— 19/87 , — 106 + 14/87)

y la ecuacion de este eje es la de la recta que pasa por P y tiene este vector director, o sea

113 23 106
x + y +— 2 — —
29 29

113+17+/87 23 -19+v/ 87 ~106 + 14/ 87

Escribir lus ecuaciones de la homotecia de centro en P =(4,2,—1) y razon k = 2. Hallar las
imdgenes de los puntos A = (2,—1,3) B =(4,5,2) y C=(1,—3,4). Comparar las superficies
del tridngulo que forman estos y del que forman sus imdgenes.

SOLUCION
Ecuaciones de la homotecia de centro P= (4,2,~1) y razon k=2
x’=2x+(1-2).4 =2x—4

y=2y+(1-2.2=2y-2
=22+ (1 — 2012+ 1

que nos dan las imagenes de los tres puntos dados:
A’=(0,-4,7) B’=(4.8,5) - C’=(-2,-89)
Area del triangulo ABC

Var

= 1 AR AC “1 =
Sapc =7 1AB A ACT=—1(4-12) I =——

Area del tridngulo A'B'C’

1 — . 1 44/ 21
Simyn =— TAB A AC I =—1(16,-4,8) 1 =
ABC o 2 ¢ ) 2
Sapcc = 4-SaBc
Determinar el centro y la razén de una homotecia tal que el segmento AB, A = (1,2,0),
5 8
B=(0,1,3) se transforme en el A’B’, A’=(3,4,—2), B’=(-§ , 3, 2}

SOLUCION

Puesto que A se transforma en A’y B en B’, las ecuaciones de esta homotecia de ra-
zon k y centro P (x,y,z) verificaran:

5

[ 3= k+(1Q-k)x -§= (-k)x
8

s 4=2% +(1—K)y 37 k+HA-Ry

—2= (1-k)z 2=3k+(1-k)z

sistema de 6 ecuaciones con cuatro incognitas. De las cuatro primeras ecuaciones se deduce
4
k= —3— x=-5 y=—4 z=6



valores que satisfacen las dos restantes, por lo que el sistema es compatible y la solucion del
problema es: 4
razon k= 3 centro P =(—5,-4,6)

31  Determinar el centro y la razén de una homotecio tal que la esfera
(c-1P +(y+2P +(z-57=4
Ye transforma en
(x+5P +(y-31+(z+4)*=9

SOLUCION
Primera esfera : Segunda esfera (transformada)
C(1,-25) r=y4=2 C (-5,3,-4) =3 .
r

2

Como la razon de los radios coincide con la razon de homotecia, sera: k =

-

Como C° es homotético de C en las ecuaciones de la homotecia sera:

5“3 1+Q 3
- 9 ( “*2)-171

3 3 p= 13
e A Chtr N T RS
Pa= 23

4= 54 @ S )
e TP
luego el centro de la homotecia es P=(13,—12,23).

32  Hallar la ecuscion del plano homotético del 2x — 3y +z = 0 en la homotecia de centro en
P=(4,-2,1)y razén k=2,

SOLUCION
Las ecuaciones de la homotecia son

x’+4

X=2x+(1-2).4= 2x—4 x=—
‘ , y -2

{y=y+a-2eaey+2 - y=2—
z” +1

r=2+@1-2).1=2-1 =

con lo que la relacion entre las coordenadas de los puntos homotéticos de los del plano sera
x’+ 4 y' -2 z’+1
-3 + =0
2 2 2

2x°+8-3y’+6+2°+1 =0
2’3y’ +2’+15 =0
es decir, la ecuacion de un plano. Asi el plano homotético es
2x -3y +z+15=0
También podia haberse considerado que la ecuacion del plano homotético es la de un
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plano paralelo al dado que pasa por un punto homotético de uno de los del plano.

En este caso puede tomarse como punto del primer plano el (0,0,0). Su homotético es
(—4,2,—1) y el plano paralelo al dado por dicho punto es:

2(x+4)—3(y—-2)+(z=+1)=0
2x —3y+z+15=0
33 comprobar que el dngulo que forman los vectores A_E y AEsiendo A=(10,3), B=(3,-2,

4) y C = (4,—5,3) y el que forman sus homotéticos, por la homotecia de centro el origen y
razén k =4, son iguales.

SOLUCION
AB = (2,-2,1) AC = (3,-5,0)
Angulo que forman AB y AC.

AB . AC 16 16
a = 3 =
L TVABIIACK VOv3E  3+/34

Ecuaciones de la homotecia de centro el origen y razon k=4

x’=4x

y' =4y

z’=4z
Imagenes de A, By C por esta homotecia
A’=(4,012) B’=(12,-8,16) C’=(16,-20,12)

AB’=(8,-8,4) AT =(12,-20,0)
Angulo que forman AR y AT

256 16

o S AMAoad 333

Efectivamente coinciden.

34 Comprobar que al aplicar al punto P = (4,3,—2) sucesivamente las homotecias H(0,2) ¥y
H(0,3), donde 0 es el origen, coincide con aplicar directamente la homotecia H(0,6).

SOLUCION
Ecuaciones de las homotecias H(0,2) y H(0,3)

s x’'=2x x'=3x
H(0,2) y'=2y H(0,3) y'=3y
z2'=2z z’=3z

Imégenes sucesivas de P (4,3,-2)
H(0,2) H(0,3)
P43-2) ——— P’'(86,-4) —— P’(2418-12)
Ecuacion de la homotecia H(0,6)
x’=6x
y’= 6y
2"= 06z
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Imagen de P por H(0,6) H(0,6)
P32 —o pa18-12)

1
35  Sean las homotecias H(C,4) y H(O, -4-) donde C=(3,-5,2) y O =(0,0,0), Escribir direc-

tamente las ecuaciones de la traslacién equivalente al producto de las dos y comprobar que
la imagen del punto P = (4,5,—2) es la misma aplicando directamente dicha traslacién o su-
cesivamente las dos homotecias.

SOLUCION

Segiin la proposicion 23.1 la ecuacion de la traslacion equlvalente a H(Q,h) o H(P, k)
en el caso de que hk =1, es:

x’=x+(1-h)(q~p)
que en nuestro caso s expresara
'=x+ —(-3,5-2
x'=x 4( )

O sea , 9
D

4

ey 15

T y =y 4

6

La imagen de P (4,5,—2) por esta traslacién es

P (4,52 T P B )
W) ——— P37
Consideremos ahora las ecuaciones de las respectivas homotecias H(C,4) y H(O, -Z)
T=4 9 =
X =2
1 1
H(C,4) y'=4y +15 H(O,-4—) y =77
1
z’=4z — 6 ==z
4

y las imagenes sucesivas de P

H(CA H(O,1/4 7 3 14
P (4’51__2) _._g_._)_. P (7,35’_14) __(__/,) ,,( 4 4 _ _)

36  Dadas las homotecias H(P,2) y H(Q,3) donde P = (4,—~1,0) y Q =(~2,0,3), escribir las
ecuaciones de la homotecia producto. Comprobar que la imagen del punto X = (-1,—2,—3)
es la misma por dicha homotecia que por la aplicacién sucesiva de las dos homotecias.

SOLUCION
Segiin la proposicion 23.1 la ecuacion de la homotecia producto H(Q,h)eH(P.k) es
=hkx+(1-hk)e
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_G-hkp+(d-h)q
1-hk

donde

En nuestro caso es

. _(3-6)(4-1,0) + (-2)(-2,0,3) =( 8 36 )
5 55

1-6
y las ecuaciones seran
x'=6x -8
H(Q,3) o H(P,2) % y'=6y +3
2’=6z—-6
por lo que la imagen de X + (—1,-2,-3)
HQ)° H
X(-1,-2,-3) M X’ (--14,-9,-24)
Si consideramos las ecuaciones de cada una de las homotecias
x’=2x —4 x’=3x +4
H(P) 3Y’=2y+1 HQ) ) y'=3y
2’=2z z2’=32-6
y H H
X (-1,-2,-3) ® X’ (-6,—-3,—6) -—-Q—)—» X" (-14,-9,-24)

us



CAPITULO VIII
Curvas y superficies

Escribir la ecuacién implicita de la curva cuyas ecuaciones paramétricas son

x=2t
2
y=—
t
SOLUCION

x
Despejando t en la primera de las ecuaciones se obtiene t= 2—

y sustituyendo en la segunda, resulta
2 4

= — T — = =4 = —4=0
y /2 < Xy Xy
x? 2
Escribir las ecuaciones paramétricas de la elipse -‘; + E = 1
SOLUCION
De la ecuacion dada se deduce :  a=2 b=4  porlo que
x=2cost
y=4sent

Hallar el drea del tridngulo de vértices, en coordenadas polares, (0,0°),(3,25°),(4,55°).
SOLUCION

Las coordenadas cartesianas de los tres puntos seran:

(0 cos0° , Osen0” ) (3c0s25° , 3sen25°) (4c0855° , 4sen55°)
por lo que el drea del triangulo que forman sera:
S = 1 3c0s25°  3sen25° =
1 4 cos55°  4een55°

1
= 5( 125en55° c0825° — 12 5en25°c0s55°) = 6 sen (55° — 25° )= 6 sen30° = 3

Hallar la ecuacién polar de una recta que pase por el punto (5,60°) y forme un dngulo de
135° con el eje polar.

SOLUCION N
Como el angulo que forma la perpendicu-

lar a la recta con OX es de 45°, la ecuacion po- M

lar sera
r. cos(d — 45°)=d 90

pero como pasa por (5,60°) {45 a5 [N~138
5. cos(60° — 45°) = d

es decir, d =5.cos 15°
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y la ecuacion polar de la recta sera: o o
rcos($ — 45 )=5. cosl5

12
Hallar la naturaleza de la conica cuya ecuacion polar focal es r = ————
4 + 3cosyp
SOLUCION
La ecuacion polar focal de las conicases r= S S
. 1+ e cosp
En nuestro caso podemos escribir
12 3
r= =
4+3cosy 3
1+—cos¢
4
con lo que la excentricidad ‘3
e = 'Z <1

y la ecuacion corresponde a una elipse.

Escribir la ecuacién en coordenadas polares y la ecuacién polar focal de la cénica 95 +
+4y* =36
SOLUCION
a)  Para escribir la ecuacion en coordenadas polares hacemos el cambio

% x=Recosy

y=Rseny
por lo que
9 (R? cos? ¢) + 4 (R? sen? p) =36
R? (9 cos? g+ 4sen ) = 36
36 36

R? =
9 cos? g+ 4 (1 — cos? ) 4+5cos? o

b)  Laecuacion de la conica dada puede escribirse

2 2
.-.x_ + .Z_ = 1
4 9
por lo gue sabemos que es una elipse en la gue:
Semieje mayor a=3
Semieje menor b=2
Semidistancia focal c=+a* —b* =45
¢ 5
Excentricidad €= e I e
a 3
a?
Distancia de la directriz al origen . =

Di ia de la di iz al f cl"ﬂ —c= 5=
tan rectriz Do = —~8/ §=—=
stancia de la direc 0co \/3' \/_5.



B4

e.d 3 '+\5 4
l1+ecosd 1+‘/5- 3++5cos o

co8

Ecuacién polar focal r=

w
<@

7 Hallar el centro y el radio de la circunferencia que en coordenadas polares tiene por ecua-
eion r* —\f3 rcos 9 —4rsend+15 = 0.

SOLUCION
De la ecuacion dada se deduce
-vV3=_2a —4=_2% 15=a% +b? _ R?

donde (ab) esel centroy R el radio

VEY 3 41

a= b=2 R¥=_15 +—+4 = —
2 4 4
No existe tal circunferencia pues es imposible que
41
R= ——
4

8  Hallar la ecuacion polar de la circunferencia que pasa por el polo y tiene el centro en (4,0°).
SOLUCION

Siendo la ecuacién polar de la circunferencia
r? —2rdcos(® —a)+d? = R?
donde (d,&) son las coordenadas polares del centro y R el radio, en nuestro caso
2 —2r. 4. cos(® ~ 0°) + 4% = 42
ya que si el centro es (4,0°) y pasa por el polo (0,0°) serd R=4
La ecuacion queda pues
r? — 8rcosd=0

9 Hallar la ecuacion polar de la recta que pasa por el punto (2,120°) y por el polo.
SOLUCION
Segin el nimero 3 (pag. 237) en este caso la ecuacion se reduce a:
9 = 120°

10  Hallar las ecuaciones de las directrices de la elipse 9x* + 16y* = 144, determinar sus fo-
cos y comprobar que la razén de distancias de un punto de la elipse a la directriz y al  foco

es igual a la excentricidad.
SOLUCION
xt g2
ox® +16y> =144 = T6— +—9—= 1 =a=4,b=3, c=V7
Focos (V7 ,0) V7,0

Directrices
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a? 16 a? 16
x——: x:_——

c J7T_ c
7
4

VT

c
Excentricidad: e=—=
a

Distancia de un punto de al elipse M(x,y)

al foco F/7 , O): /—
.

MF =V (x —V7)* +y?
Distancia del punto M a la directriz x =——

V7

MP 16
=—— X
Nl
Razon de distancias:

V-V +y?

16

7—? — X
Por ser M(x,y) de la elipse se verifica
9x2 + 16y% = 144 y? ___M
16
r lo qu
P xﬁ_zﬁx+7+l44“9’? V7x? — 3247 x + 256
= _ 16 - 4 -
16 -7 x 16 —v/7x
V7 VT
(16 — 7 x)?
- 4 Y7
16 -7 x 4
V7

que coincide efectivamente con la excentricidad de la elipse.

2
11 Dada.la hipérbola x? :y- = ] hallar: a) Ecuaciones de las directrices. b) Coordenadas

de los focos. ¢) Excentricidad. Comprobar la definicion vista en el texto.

SOLUCION
De la ecuacion dada se deduce: a=3 , b=2 , ¢ =m =ﬁ‘§
13
Excentricidad: e= _c_=_\/—
a 3
Focos: (VI3,0) (_\fﬁ ,0)
a? 9 9
Directrices: =+ — = = , =
T T T



12

Sea M(x,y) un punto de la hipérbola.
Distancia de M al foco

MF=vV(x—¢? +y* =4 (x-VI3) +y?
Distancia de M a la directriz

MP = a? - X 9

YT T T

Razon de distancias teniendo en cuenta que (x,y) verifican la ecuacion de la hipérbo-

la:
\/ x— VI3 + A7 36 V 9x? _18y/T3x + 117 +4x2— 36
ME 9 _ 3 ~
MP — B _?_ = Vi3x_9 =
; V13 Vi3
VI3 V1 -18yI3x+81 VI3
N V13x — 9 K
Dibujar la lemmniscata de ecuacién  r* = 10 cos 2¢
SOLUCION
1 Periodo

cos 2p=cos2(p+T) = 2p+2T=2p+360° = T= 180°

Estudiaremos la funcién en el intervalo [0°,180° } de .

2 Dominio
t no esta definido cuando:
10cos20<0 <« cos20<0 © 90°<2p<270° & 45 <p<135°
en el intervalo [0° ,180° .
3 Igualdad de valores de r
cos2p=cos2p’ = 20 +2¢°=360" = ¢’=180"—¢
Asi, calculado el valor de r para un angulo ¢, este valor de r sirve para 180 — ¢ y tam-

bién para cada uno de los dos angulos ms 180° (periodo), por lo que con el valor de r co-
rrespondiente a ¢ tenemos el de

¢ , 180°—p , o+180° , 360° -y

con ello podemos construir la siguiente tabla de valores

¢ (en grados) r(aproximado a centésimas)

0 180 360 3’16
10 170 190 350 3°07
20 160 200 340 277
30 150 210 330 2'24
35 145 215 325 1’85
40 140 220 320 1’32
45 135 235 315 0
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que da lugar a la siguiente grafica:

13 Dibujar la espiral de Arquimedes de ecuacion r=4y
SOLUCION

Esta definida para todos los valores de ¢ y no parece que tenga ningun periodo. Me-
diante una tabla de valores determinaremos aproximadamente su grafica.

r
en grados | en radianes
0 0 0
10 0175 07
20 0’350 1’4
30 0’524 271
60 1°047 28
90 1’571 6’3
120 2°094 8’4
150 2618 10’5
180 3142 12°6
210 3’665 147
240 4189 168
270 4712 18’8
300 5236 20’9

14  Dibujar el trébol de cuatro hojas de ecuacién =8 sen2y
SOLUCION
Dominio: La funcién esta definida para cualquier valor de ¢

Periodo:

sen 2p=sen 2(p +T) = 20+ 2T — 20=360° = T=180"
Valores coincidentes de r:
sen 2p = sen 2¢’
2 + 2¢’ = 180° & 20+20°=540" ...
¢’=90" —p ©=270° —



Valores de signo contrario
sen 2¢’= — sen 2p
20" = 2p +180°

¢'= v +90°
Con todas estas relaciones es facil construir la siguiente tabla de valores:
¢ (en grados) t (aproximadamente)
0 90 180 270 360 0
5 85 185 265 1'4
10 80 190 260 27
20 70 200 250 51
30 60 210 240 69
40 50 220 230 79
45 225 8
95 175 275 355 -1
100 170 280 350 -27
110 160 290 340 -51
120 150 300 330 —69
130 140 310 320 -7'8
135 315 -8

cuya representacion aproximada es:

~ \
~ \\\\\\\\\\\\\
-~ i
\\\\&\ : 4 -

15 Dibujar la curva de ecuacion r=2(1 +seny)
SOLUCION
Periodo: T=2n
Valores iguales:



16

17

18

126

¢ +¢=180° 6 @ +9=5%0°

¢ =180° — ¢ ¢=540" — ¢
Tabla de valores

@ (en grados); r =

0 180 2
15 165 2°52

30 150 3
45 135 341
60 120 373
75 105 393

90 4
195 345 1°48

210 330 1
225 315 0’59
240 300 023
255 285 007

270 0

Hallar la ecuacion de la esfera de centro (4,—3,5) tangente al plano XY,
SOLUCION

La condicion de tangencia al plano XY implica que el radio coincida con el segmento
de perpendicular desde el centro (4,—3,5) al plano XY, y en consecuencia R =35, de aqui
que la ecuacion sea:

(x-4? +(@y+3)*+@z-57=25
o bien

x?4+y?2 +22 - 8x+6y—102+25=0

Hallar las coordenadas del centro y el radio de la esfera x* + y* +2z% —6x +4y —82=7.
SOLUCION

De la ecuacion se deduce:

4=-2b . {b=-2 Centro  (3,—2,4)
—8=-2¢ c=4

—7=a?+b*+c¢? -R? > R?=9< 4+16+7=36 = R=6

FEaE

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los dos puntos fijos
(0,3,0) y {0,~3,0) sea igual a 5.
SOLUCION

El problema no tiene solucion.

En efecto: Cualquier punto P situado en el segmento que une los puntos fijos (0,3,0)
y (0,—3,0) esta a distancia tal de ellos que la suma coincide con la longitud del segmento o
sea 6.



19

20

21

No hay pues ningin punto del segmento .

que pueda cumplir la condicion impuesta. Y pa- 5200
ra cualquier otro punto M no situado en el seg- ©= '
mento la suma de distancias a los puntos fijos

es mayor que 6. M

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los dos puntos fi-
jos (4,0,0} y (—4,0,0) sea igual a 6.

SOLUCION

Sea P(x,y,z) un punto genérico. Pertenecerd al lugar geométrico si

VEA Ty +zt - J(x+aP +y 422 = 6

VI _8x+16+y2 +22 =6+ /x> +8x+16+y> +2?
Elevando al cuadrado ambos miembros y simplificando términos se obtiene
9 _4x=3vVx>+y* +22+8x+16

81 + 72x + 16x% = 9x% + 9y? + 922 + 72x + 144
7x? —9y? — 922 = 63

ecuacion que corresponde a un hiperboloide de dos hojas.

Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del eje z y del plano XY.
SOLUCION

Sea P(x,y,z) un punto genérico.

La distancia de este punto al eje z puede calcularse mediante la férmula:
_bp—a)avl
T
donde v, vector director del eje z, es (0,0,1) y a = (0,0,0) siendo p = (x,y,2). Se obtiene

d=vVx2+y?

La distancia de P al plano XY es evidentemente el valor de su tercera coordenada z.

d

Asi el lugar geométrico es €l de los puntos que cumplen

VIFT = 2

x2 + y2 _ z2 =0
que corresponde a un cono, no eliptico sino circular ya que las intersecciones con los pla-

nos z=k son circunfercncias
X2 +y2 = kz

o bien

Hallar la ecuacion de una esfera de centro (4,—4,6) y que pase por (6,—2,5).
SOLUCION

Si el centro esta en (4,—4,6) y pasa por (6,—2,5) el radio sera la distancia entre los
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22

23

24

dos puntos.
R=V (64 +(-2+4* +(5-6) =3
por lo que la ecuacion de la esfera sera:

x-4*+3+4)+(-672=9

Hallar la ecuacién de la esfera de centro (3,6,~4) y tangente al plano 2x —2y — z — 10=0
SOLUCION

Si el centro estd en (3,6,—4) y es tangente al plano 2x — 2y — z — 10 = 0,el radio se-
ra la distancia del punto al plano

12.3-26-1H-101_
Vi+a+l

y la ecuacion de la esfera sera:
x—3)+( -6 +(z +4) =4

Aplicar una traslacién conveniente a la superficie de ecuacién 3x* + 4y* - 22% — 6x —
16y + 8z = 13 para que adopte una forma reducida estudiada e identificarle.

SOLUCION

Sean x’=x+a
; y=y+b
z’=z+ ¢
las ecuaciones de la traslacion. De ellas se obtiene
x=x"—a
; y=y'-b
z=z’—¢

por lo que la relacion que ligara a los puntos de la superficie con las nuevas coordenadas se-
ra:
3(x'—a)® + 4y -b)? —2(z’—)* + 6(x’—a) — 16(y’~-b) + 8(z’—c) =13
3(x**—2ax’+a?)+4(y "2 —2by +b?)—2(z'2 —2cz"+c3 ) +6x "—6a—16y +16b+82"-82=13
3% +4y? —22°2 +(—6a+6)x +(—8b—16)y +(4c+8)z"+(3a* +4b? —2c* —6a+16b—8c)=13
Para adoptar forma reducida es preciso tomar a, b y ¢ de manera que se anulen los
coeficientes de X"y’ y z’, o sea
a=1l , b=-2 , c¢=-2
Con estos valores la ecuacion queda:
x?

8

2

~N

2
3x2 + 4y _ 227 =24 o bien +16— _

[
[
Il
P

que corresponde a un hiperboloide de una hoja.

Por medio de una traslacién reducir la ecuacién de la superficie 2x* — 3y* — 222 — 8x +
+ 6y — 12z — 21 =0 e identificarla.

SOLUCION

Utilizaremos las ecuaciones de la traslacion del ejercicio anterior.



La ecuacion de la superficie en las nuevas coordenadas sera:
2(x’-a)* — 3(y’-b)? — 2(z’~c) — 8(x’—a) + 6(y’~b) —~ 12(z’~c) - 21 = 0
de donde
2x? -3y ? —22°2 H(—4a—8)x H(6b+6)y+(4c—12)z+(2a> ~3b? ~2c? +8a—6b+12¢—-21)=0
y para reducir su expresion debe tomarse
a=-2 , b=-1 , ¢=3

con cuyos valores la ecuacion queda

x 2 ¥ 7] z 2
2 -3y - 2% = 8 bi < Tem 2 1
X y O bien ‘ ) 8/3

correspondiente a un hiperboloide de dos hojas.

25  Estudiar y representar la superficie de ecuaciéon 3x* + 2% — 4y =0

SOLUCION
x2 72
La ecuacion dada puede escribirse: — 4t —y=0
4/3 1/3
que corresponde a un paraboloide eliptico de eje Y.
Efectivamente:
Interseccion con XY (z=0)
3
= — xz
Y7

parabola de eje y pasando por el origen.
Interseccion con YZ (x=0)
1
y=o?
parabola de eje y por el origen.
Interseccion con XZ (y=0)
3x?+z2=¢
que solo tiene la solucion x =0,z =0.

3

Interseccion con los planos y =k

x2 + 22 x2 72
—_— fm— = —_— g — =]
4/3 1/3 4k/3 k/3

que corresponde a elipses siempre que k > 0.

Su representacion grafica seri la de la figura adjunta.

26  Estudiar y representar la superficie de ecuacion y* — 42% +4x=0.
SOLUCION

y? 22
La ecuacion dada puede escribirse = "3 +x =0
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que corresponde a la forma reducida de un paraboloide hiperbolico.

Efectivamente:

Interseccion con XY (z=0).

4

Paribola de eje X abierta hacia el semieje negativo de X y que pasa por el origen.

Interseccion con XZ (x = 0)
x=1z?
Paribola de eje X abierta hacia el semieje positivo X y que pasa por el origen.
Interseccion con YZ (x = 0)

y2 — 422=0

(v - 22) (y + 20)= 0

que representa un par de rectas.

Interseccion con los planos de ecuacion x =k

y? — 422 = — 4k

2 2
L2
—4k  k

hipérbolas, tanto para k> 0 como para k<0.

La representacion grafica sera:

27 Hallor la ecuacion de la superficie de revolucién generada por la rotacion de la elipse
y2 + 422 — 16 =0 olrededor del eje z.

SOLUCION
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Ecuaciones paramétricas de la elipse dada
x=0
3 y=4senyp
z=2cosy

Al girar alrededor del eje z, un punto de ] I
la elipse describe una circunferencia de radiola  (0.v,2) v

y de la elipse, manteniéndose constante la ter-

cera coordenada por lo que las ecuaciones para- -/
métricas del elipsoide seran:

x =4 sen a cosf X
%y=4senqsenﬁ
z=2cosq

En forma implicita:

Como el radio y la altura sobre el plano z
XY de los puntos que giran se corresponden con

la ’y”’y la "z” de los puntos de la elipse estan
ligados por la relacidn:

R* +4h® -16=0 r
por lo que, como

R?=x%+ y2 y h=z

resulta

x* +y? +42? ~16=0

28  Hallar la ecuacién de la superficie de revolucién engendrada por larecta 3x + 2y —5=0
al girar alrededor del eje y.

SOLUCION

Ecuaciones paramétricas de la recta dada

x=a ~
5 3 N
=—_ — N
Y727
z2=0 \ >
\\_‘ v
Al revolucionar alrededor del eje y los -
puntos de la recta describen circunferencias de - e
radio x, por lo que las ecuaciones paramétricas -
del cono seran: Lo~
x
x=acosf
5 3
=—_—q
Y 2 2
z=asen 52y

En forma implicita: Siendolarecta 3x+2y —5= 0 obien x= 3

por lo que el radio y la altura sobse el plano XZ estan relacionados por
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Como al efectuar la revolucién alrededor del eje OY, se describen circunferencias de
ecuacion  x? + 22 = R? | resulta como ecuacién de la superficie
5-2y\?
x? + 22 =(——3‘l)

o bien

9x2 —4y% +922 +20y - 25 = 0

29  Determinar las ecuaciones paramétricas del cono de vértice en el punto (4,2,0) y directriz
la circunferencia x* +y2=9.

SOLUCION

La circunferencia dada tiene por ecuaciones

x=3cosy
y=3seny
z=0

por lo que la generatriz del cono sera:
x=4+t(3cosp—4)
y=2+t(3senp-2)
z=0+t(0-0)
La superficie tiene pues por ecuaciones:
x=4+ 3tcosp— 4t
y=2+ 3tsenp—~2t
z=0
que es una superficie plana situada en XY ya que z=0, lo cual, podia haberse ya previsto
pues el vértice del cono esta en el mismo plano que la circunferencia directriz.

30  Determinar las ecuaciones paramétricas de un cilindro engendrado por las rectas paralelas

x+1 y-2 z-5 ) x? oyt
a 3 = 7 = 5 que se apoyan en la elipse ;—+T= .
SOLUCION
La elipse dada tiene por ecuaciones paramétricas
s x=3cosy
' y -_‘-‘ 4sen y

por lo que la recta R paralela a la dada cuyo vector director es (3,4,2), tendra por ecuacio-
nes:

x=3cosp+t3
y=4sgeny+t4
z=0 +1.2

y la superficie cilindrica tiene por ecuaciones

x= 3(cosp+t) ;y=4(senp+t) ; 2=2t
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CAPITULO IX
Funcioén real de variable real. Continuidad

Dada la funci6n polinémica f(x) =x> ~ x + 3, hallar, aplicando el Teorema de Bolzano, una
entero n tal que sea f(x)=0 poraalgin x entre n y n+l.

SOLUCION
. Basta tomar n = —2 pues la funcion dada es continua en el intervalo [2,—1] y ade-
m
® f(-2)=(-2) - (-2)+3=-3<0
{(-1)=(-1)*-(1)+3= 3>0
es decir, toma signos contrarios en los extremos de dicho intervalo. El Teorema de Bolzano
afirma que existe por lo menos un cero de f(x) en el intervalo (—2,~1).

Justificar que la funcién polinémica f(x) = x° + x + 1 tiene un cero comprendido entre —1
yO.

SOLUCION
f(-1)= )+ +1=-1<0
(0= 0 + 0+1= 1>0

lo que, al ser la funcion continua en el intervalo [—1,0], nos permite afirmar, aplicando el
Teorema de Bolzano, que f(x) tiene por lo menos un cero en el intervalo (—1,0).

Para cada una de las siguientes funciones polinémicas, f(x), hallar un entero n tal que sea
ftx)=0 paraalgin x entre n yn + 1.
a) -f(:|:)=;\:s +52% + 22 +1
SOLUCION
Basta tomar n=-4 yaque
f(—4) = (—4)° +5(-4)* +2(—4)+1 = —1024+1280-8+1 = 249> 0
£(—5) = (=5)° +5(-5)*+2(-5)+1 = —3125+3125-10+1 = -9 <0

y aplicar el Teorema de Bolzano a la funcién continua dada en el intervalo [—5,—4].

b) flx)=4x*—4x+1

SOLUCION
Parax=0 (0) >0
Parax=1 f1) >0

1
y en cambio f(E) =0.

Demostrar que existe algin nimero real x rtal que sen x = x.
SOLUCION

Consideremos la funcion
f(x) =senx — x
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que es continua en todo R, por ser diferencia de funciones continuas.
Como que
f(—m)y=sen (—m)—(—m)= 0+7m= 7 >0
f(M=sen 1 — 7 =0-71=-0>0
aplicando el Teorema de Bolzano al intervalo [—m7 | éste nos asegura que existe un
a€ (—m,n) tal que f(x) =0, es decir

sen @ = «

Comprobar si la funcién f(x) = x* estd acotada superior o inferiormente en el intervalo
(-1,1).
SOLUCION

Es evidente que al ser f(x) = x> siempre positiva o nula para cualquier x, sera f(x) > 0
para todo x € (—1,1) y en consecuencia cualquier niimero real negativo sera una cota infe-
rior de dicha funci6n.

Como en x € (—1,1) es —1 < x <1 es decir| x | < , se verifica que x> <1 lo cual in-
dica que en el intervalo (—1,1) la funcion esti acotada superiormente por el numero 1 6
cualquier nimero real mayor que 1.
Para cada una de las siguientes funciones decidir cudles estdn acotadas superior o inferior-
mente en el intervalo indicado y cudles de ellas alcanzan sus valores mdximo o minimo.
a) flx)= x? en [2, 3]
SOLUCION

Como f(x) = x? es continua en el intervalo cerrado [2,3] , el Teorema 3.2 (Pag 264),
nos asegura que esti acotada (tanto superior como inferiormente) en dicho intervalo y,ade-
mas, el Teorema 3.3 (pag 265) nos dice que en dicho intervalo alcanza el maximo y el mini-
mo absolutos,

b) f(x)=x% en [1,5]
SOLUCION

Son validos en este caso los razonamientos y conclusiones del anterior.
¢) flx)=x*en(-1,1)

Para la funcion f(x) = x3 en el intervalo abierto (—1,1) no pueden aplicarse los teore-
mas 3.2 y 3.3. Hay que hacer el estudio por otro camino.

Comosi a<b es a® < b3, para a,b € R, resulta que la funcion f(x) = x3 es cre-
ciente en el intervalo (—1,1). Por tanto, para todo x € (—1,1), es decir para x tal que
1 <x<1 es(-1)® <x* <1® esdecir -1 < f(x) <1 lo cual indica que la funcion
dada esta acotada en (—1,1).

Ahora bien f(x) = x* no alcanza el maximo absoluto en ningiin punto de (—1,1),
pues si por ejemplo fuera M el maximo y a un punto de (—1,1) en el que lo alcanzara,es-
decir, tal que f(a) = M como a € (—1,1), seria —1 < a < 1. Al considerar un x tal que
—1<a<x<1 se verificaria, por el crecimiento de f(x) en (—1,1), que f(a) < f(x) <
<f(1), es decir M<f(x) x € (a, 1) lo cual contradice la definicién de maximo absolu-
to.

Analogamente se justifica para el minimo absoluto.



CAPITULO X
Funciones derivables. Regla de I'Hopital
Demostrar que la funcion f(x) = x? es derivable en el punto x =5.
SOLUCION _
Debe comprobarse la existencia del limite:
i (5 +h)* -52
h->0 h

ya que ¢l mismo es el valor de la derivada en el punto x = 5.

Como
. (5+h)? —5? i 25+10h+h%2 -25  10h+h? 10
im =lim = - =

la derivada de la funcién dada en el punto x = 5 es: £(5) = 10.

Hallar la funcion derivada de la funcién f(x) = 8x3
SOLUCION
La funcion derivada sera:
f(x + h) — f(x) . 8(x+ lrl)3 — 8x3
’(x) = lim = lim
h—>Q h h—0 h

Por tanto:
8(x® +3x?h +3xh? + h) - 8x®  24x’h + 24xh? + 8h?
fi(x)= lim = lim =
h>0 h h>0 h

= ﬁﬂl—»@4xz + 24xh + 8h?) = 24x?
y la fnncion derivada de f(x)=8x? es: f'(x)=24x2.

Demostrar que la derivada de la suma de dos funciones es igual a la suma de las derivadas de
dichas funciones.

Demostrar que la derivada de un producto f.g de dos funciones es:
f-8/’=f.etf.g

Demostrdr que la derivada de un cociente i de dos funciones es
g

—f;\’_ fsg_fg’
g g

SOLUCION
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Consultar un libro de texto de segundo de bachillerato.
6  Hallar las cinco primeras derivadas de las siguientes funciones:

a) flx)=8s" —3x5 +525 2 — 23+ +1
SOLUCION

f (x) =8x7 3 +5x° —x* —x®+x2 +1

P(x)  =56x% —18x° +25x* — 4x® — 3x* + 2«

7(x) =336x° — 90x* +100x> — 12x* — 6x +2

£7(x) =1680x* — 360x> + 300x> — 24x — 6

f (x) =6720x° —1080x> + 600x — 24

f (x) =20160x* — 2160x + 600

b) glx) =senx

SOLUCION
g(x) =sgen X
g'(x) =cosx
g'(x) =-—senx
g7(x) =—cosx

g (x) =senx

g (x) =cosx

e) hix)=Lnx
SOLUCION
h(x) =Lnx
W) =—
x
- _ 1
) =-73
h> 2
® ==
L 6
)=-—3
24
h (= —%
x

5  Indicar, justificindolo, si ia funcién f(x)= 22 + x + 1 es creciente o decreciente en el pun-
tox=38.

SOLUCION

La funcion f(x) = x* + x + 1 es creciente en el punto x =8 sisu derivada en dicho
punto es positiva. Como la derivada es
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'(x)=2x+1
y su valor en x =8 es £(8)= 17 > 0, dicha funcion es creciente en el punto x = 8.

Hallar los puntos en que es creciente y aquellos en que es decreciente la funcién:

ftx =% ~-2x+5

SOLUCION
Los puntos en los que la funcion f(x) es creciente son aquellos para los cuales
'(x) > 0.
Como f(x) = x3 — 2, los puntos de crecimiento seran los que verifiquen la desigual-
dad
*-2>0
es decir

x*>2 = x> 3/2

Analogamente, los puntos de decrecimiento serin los que verifiquen £(x) > 0, es de-
cir, en nuestro caso:

x}-2<0
o bien
x3< 2 = x< 32

Hallar los puntos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones:
a)  flx)=3x* - 2x +1
SOLUCION

f(x) = 6x — 2 2 1
Crecimiento: f(x) >0 =6x-2>0 =>x>—6— =x>;

2 1
Decrecimiento: f)(x) <0 =6x-2<0 =x< 'g = x< ;

x+1
b) glx)=
x -1
SOLUCION
e~ 2
g(x) (x— l)z

g'(x) < 0 para cualquier valor de x.

Por tanto g(x) es decreciente para todos los valores x de su campo de definicion.
c) hix) =Ln (x* - 1).
SOLUCION

h'(x)= =
=) x2 -1

Cuyo signo es el mismo que el del producto:
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2x(x? —1) = 2x (x — 1) (x +1)
que debe estudiarse en los intervalos (—eo, —1) y (1, %) en que la funcion esta definida.

En (—oo, —1) se tiene:
x<0
x<-1 = %x+l<0 = gx)< 0
x—-1<0
por lo que la funcion g(x) es decreciente en el intervalo ( —oe, — 1),
En (1, %) se tiene:
x>0
N %

x>1 x+1>0 = g(x)>0

x—1>0
por lo que la funcién g(x) es creciente en el intervalo (1, o)
d)  kix)=(x+1)."
SOLUCION
KE)=eX+(x +1).eX = (x +2). "

cuyo signo viene dado por el de (x + 2), pues e* es siempre positivo,
Asi pues:
§ix+2>0 s k'(x)>0
si x+2<0  es K’(x) <0

y en consecuencia:
k(x) es creciente para x > — 2

k(x) es decreciente para x < — 2

Hallar el mdximo y el minimo de la funcién f(x) = x*> — 2x + 1 en el intervalo cerrado
[-2,51}
SOLUCION

Dicho maximo y dicho minimo existen, pues la funcion f(x) es continua en el inter-
valo cerrado dado.

Para hallarlos es necesario buscar los valores de x que anulan la primera derivada de
f(x).

f(x)=2x — 2 = fx)=0 = x=1

Como
f’(x)= 2 para x=1
f(x) tiene un minimo en dicho punto.
Por otra parte, como:
x>0 si x>1
{(x) es creciente para dichos valores.
Ademas:
fx)<o0 s x<1
y f(x) es decreciente para dichos valores de x.
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Finalmente, como se tiene:
f(-2)= -9 y {(5)= 16

resulta que el maximo de f(x) se encuentra en el extremo x=5.

Hallar el mdximo y el minimo de la funcion f(x)=x3 — x* — 8x + I en el intervalo cerra-
do [-2, 2]

SOLUCION

Dicho maximo y minimo existen, pues la funcion f(x) es continua en e} intervalo ce-
rrado dado.

Para hallarlos es necesario buscar los valores de x que anulan £'(x).

_2/4F 96

Px)=3x*-2x-8 = f(x)=0 & 3x*-2x—-8=0 = x

6
4
esto es: Xx=2 y x= =
3
Analizando el signo de la segunda derivada en dichos puntos se tiene:
(x)= 6x -2
7(2)= 10 = f(x) tiene el minimo en el puntox=2
4
(- ?) =-10 = f(x) tiene el maximo en el punto x = ry
Hallar el mdximo y el minimo de la funcién f(x) =————— en el intervalo cerrado
1 x> +x+1
-—, 1].
-3 1
SOLUCION

En el intervalo considerado la funcion f(x) es continua, pues sus Gnicos puntos de dis~
continuidad son los valores que anulan el denominador y estos no estan en dicho intervalo.

Para hallarlos es necesario buscar los valores de x que anulan f(x).
£(x) 5x% +1
X TN e ettt
¢ & +x+1)
¥ que en este caso no existen por ser £(x) > 0 para cualquier valor de x.

Por tanto f(x) es creciente en dicho intervalo y el maximo y el minimo estan situados
en sus extremos, el maximo en x =1y el minimo en x = —1/2,

Hallar los méximos y minimos de las siguientes funciones:
a)  fx)=x% — 122 + 452 + 30
SOLUCION

El campo de definicion de f(x) es R.

fi(x)= 3x* — 24x + 45

f(x)=0 = 3x? —24x+45=0 = x=

24 £4/576 — 540
6
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24436 2436 5
6 6 3

X

Los posibles miximos y minimos estarinen x =5y x = 3.

f7(x)=6x — 24
°5)=6 >0 = x=5 minimo
f°(3)=-6%0 = x=3 maximo.
b) fx) x?
X e ——
(1+x)?
SOLUCION

Campo de definicion: {x €R Ix# - 1}.
_ 32 1+x) —x*2(0+x) x? (3 +x)

f =
(x) (1+X)4 (1 +X)3
f'(x)=0 > x*(B3+x)=0 > x=0yx=-3
o) = [2x@3+x)+x? J(1+x)® —x? B3+x)3(1+x)?
) 1 +x)°
9(-2)° 9 9
(-3)= 2 =——=_-—=< 0 = en x=-3 hay maximo.

-2° (-2° 8

°(0) = 0

Analizando el comportamiento de f(x) en un entorno de x =0, se tiene:
para —1 <x<0 es i(x)>0 = f(x) es creciente
para 0 <x e fi(x)>0 = f(x) es creciente

lo que nos indica que en x =0 no hay ni maximo ni minimo.

2

¢) f(x) = Py

SOLUCION
Campo de definicion: {x€ER Ix#2}.
2x (2—x)—x?(~1) _ x(4-x)

ST I— @-x)

f'(x)= 0 *> x(4-x)=0 = x=01y x=4
(4—2:)(2—-x)’—(4x—x’)2(2—x)=2(2—x)3—2x(4—xx2—x)

= @ @

2.22_0 .
f”(0)=——22'—= 2.2=4>0 = en x=0 hay minimo



2(=2° -0

f'@)=—————=2.(-2)=-4<0 = en x=4 hay maximo.
(-2)?
[x @
d flx)=y/—+— .
a x
SOLUCION
Campo de deﬁnicién:{xli-%-i) 0}.
a X
1 a
A X
f(x)=
x a
24/ —+—
a x
1 a - 1 a :
f’(x)=0 = —._—-2 =0 =--=-—; = xz=a2 => x=zta
a a x

x a
De ambos valores solo es itil aquel para el cual — + — >0
a x

Si s¢ supone a >0 , el valor de x valido sera x = + a.
Si se supone a <0 , el valor de x vilido serd x= — a.

Supongamos que a > (), se tendra:

2
£7(a) =—5—2——- >0 =  en x=a hay minimo.
a
P ~x+]
e) flx)=

2 +x+1
SOLUCION
Campo de definicion : R.
@D +x+ (P —x+ D@+ 2P -2

L& = -
) (x* +x+1)? ? +x+1)?
f(x)=0 = %3_2=0 = x*=] w» x=%]
e 4x (x> +x+1)° - @2x*~2)2(x*+x+1)(2x +1)

X)=

) (x*+x+1)*

—~4 .

f”(—1)=——l—=—4<0 = en x= ~1 hay miximo.
" 4 .
f( )= T >0 *» en x= 1 hay minimo.
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14  Como aplicacién del Teorema de Rolle, demostrar que entre dos ceros de un polinomio
P(x) existe por lo menos un cero de la derivada P’(x) y que entre dos ceros consecutivos
del polinomio derivado P’(x) hay a lo sumo un cero del polinomio P(x).

SOLUCION

Puede encontrarse la demostracion en el capitulo 13, pag 341.

15  Verificar que la funcién f(x)=x — x* satisface las condiciones del teorema de Rolle en los
intervalos cerrados [—1, 0]y [0, 1] . Hallar los correspondientes valores de a tales que

fia)=0.
SOLUCION
f(x) cumple las condiciones del teorema de Rolle en {--1, 0] ya que:

* Es continua en dicho intervalo.

* Es derivable en (-1, 0).

* f(-1) =f(0) yaque f(-1)=0 y £(0)=0
Por tanto, existe un o« € (-1, 0) en el cual {(a) = 0

Como f(@) = 1 — 3a® se tiene:

4
R
0

1
f@=0 = 1-3*=0 = a2=-§-

1
Al ser a € (-1, 0) para el valor v éste es el valor buscado.

Analogamente se procede para el intervalo [0 , 1]. 1

En dicho intervalo el valor de a buscado es : « =—\/3T

16  ;Se cumplen las condiciones del teorama de Rolle para la funcién f(x) = tgx en el inter-
valo [0, 7] 2.
SOLUCION

No, pues en dicho intervalo la funcion f(x) = tg(x) no es continua: posee un punto

m
de discontinuidad en x = —2—

17 Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema de Cauchy por las funciones:
f(;t)=x2 +1 g(x)=:\:3 -1
en el intervalo [1, 2] y hallar a.
SOLUCION
f(x) y g(x) cumplen las condiciones del teorema de Cauchy en [1, 2] ya que:

* Son continuas en {1, 2].
* Son derivables en (1, 2).
En consecuencia, existe un punto a € (1, 2) en el cual se verifica:
Q-1 .g@ = s@-ed) -1
Es decir, como se tiene en este caso:
2)=5 , f1)=2 , g@=3* ,g2)=7 , g1)=0 ,f@)=2a
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la igualdad del teorema de Cauchy se escribira:
(5-2).3a*=(7-0). 2

o bien
9a = 14a
de donde, los posibles valores de a que verifican esta igualdad son:
B 14
a=0 y a= —9—

14
De ambos solo a = Y pertenece al intervalo (1, 2), éste es el valor pedido.

18  Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema del valor medio para la funcién:

ftx)= 3% +4x +1
en el intervalo [3, 5] y hallar el correspondiente valor intermedio «a.

SOLUCION
f(x) cumple las condiciones del teorema del valor medio en {3 , 5] ya que:

* Escontinuaen [3,5].
* Esderivableen (3, 5).

En consecuencia, existe un « € (3, 5) en el cual se verifica :
f(5) - 3= ' (5-3)
es decir, como £(5)=96,€(3)=40 y £(a)=06a+ 4, se tiene:
96— 40 =(6a+4).2 = 56=12a+8 = a=4
Como a=4€ (3, 5), éste es el valor buscado.

19 ;Puede cumplirse el teorema del valor medio para la funcion

_ 3 +2x
=T
en el intervalo [-2,5]7 Justificar la respuesta.
SOLUCION

No, puesto que al ser f(x) discontinua en el punto x=—1yser ~1€[-2, 5] , f(x)
no es continua en el intervalo dado.

20  En el segmento de la paribola y = x* comprendido entre los puntos A(1,1) y B(3,9) hallar
un punto cuya tangente sea paralela a la cuerda AB.

SOLUCION
El punto buscado tendra unas coordenadas (a , §) que tienen que cumplir:
~ B=a?

— La pendiente de la curva en el punto

(@, B) tiene que ser igual a la de la cuer-
da AB. Como esta es:

143



21

resulta que tiene que verificarse 20=4 | es decir a=2.

Por tanto el punto buscado es el que tiene por coordenadas (2, 4).

Aplicando la regla de ’Hopital, hallar los siguientes limites:

a) lim ___x_—
20 x + senx
SOLUCION
I z 0 d licarse la regla de PHopital
—_—— opital.
P Rr— o puede pues aplicarse la regla de I'Hopi

Derivando numerador y denominador:

1 1 X 1
lim ——— = — = lim ————=—
x>0 1 + cosx 2 x>0 x +senx 2
x%senx 0

) lim —m———=
>0 (1 ~ cosx)? 0

SOLUCION

Xz senx

0
lim ——————— =-— puede pues aplicarse la regla de I'Hopital
lx—*O (1 — cosx)? 0 P P P € P
3x2%genx + x> cosx

lim
x>0  2(1 — cosx) sen x

0
= -5 puede aplicarse nuevamente

3.2xsenx + 3x2cosx + 3x2 cosx — x®senx

0
li = —
;n*O 2senx senx  + 2(1 — cosx)senx 0

puede aplicarse otra vez la regla de I'Hopital
(6 — 3x?) senx + (18x — 6x* — x® )cosx

0
lim =—
x>0 bsenxcosx — 2senx 0

nuevamente debera aplicarse la regla de I'Hépital, obteniéndose

(~6x—18x+6x*+x%) senx + (6~3x%)+(18—12x~3x?) cosx _

lim
6cos®x — Heen?x — 2cosx
0+(6+18) 24 . x? senx
F——— == = lim —mm— =6
62 4 x>0 (1 — cosx)?
x—2
c) lim

=0 x° -3x+2

SOLUCION



Puede aplicarse la regla de I’Hopital y se tiene:

1
lim ———=1 y el limite buscado es 1.
x>0 2x-3
senx
d) lim
x>0 tgx
SOLUCION

Puede aplicarse la regla de I'Hopital y se tiene:

o8 X
lim = lim cos®x =1  porlo que el limite pedido es 1.
x>0 1 x>0
cos?x

2 +x-2

e) lim
x—=1 x—~1
SOLUCION

Puede aplicarse la regla de I'Hopital y se tiene :

2x+1
lil;l_-)O .E—xﬁ%_? = o por lo que el limite pedido es = .
) Lnx
m
f lx—->0 cotgx
SOLUCION

o
Por ser del tipo .—— puede aplicarse la regla de I’Hépital y se tiene:

sen’x 0

lim - = que permite aplicar nuevamente la regla y obtener:
x>0 X
2 senx cosx i
lim ——————— =0 porlo que el limite pedido es 0.
x>0 1
)i Lnx
im
& x>0 3\fr
SOLUCION

o0
Por ser del tipo — puede aplicarse la regla de I'Hopital y se tiene:
o0

3 3/x?
lim ————— =0 porlo que el limite pedido es 0.
X0 X
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x 1

h) lim —
1 x-1 Lnx
SOLUCION

Por ser de la forma ¢ — o no puede aplicarse directamente I'Hopital.

Efectuando la operacion contenida en el paréntesis se obtiene:

X 1 ) xLox—x+1 0

= —_— e = -

m
x> x-1 Lnx x>l xLonx—Lex O

lo que nos permite aplicar la regla de I’'Hopital obteniéndose:

. Lnx 0
im —mM =
1 0
Lnx+1 - —
x

nuevamente se aplica dicha regla obteniéndose:

1
— 1 1
lim ———%———= — yellimite pedidoes — .
x>1 1 1 2 2
— + 0+
x X
-) l. 1 I
’ "J?—>0 sen’x  x?
SOLUCION

Por ser de la forma oo — oo no puede aplicarse directamente laregla de 1'Hopital.

Efectuando la operacion contenida en el paréntesis se obtiene:

. 1 | x? —gen?x 0
lim T a0
x>0 sen‘x X x>0 x“sen®x 0

lo que nos permite aplicar la regla de I’'Hopital obteniéndose:

2x — sen2x

m 2 2
x>0 2xsen®x + x*sen 2x

li

0
0

nuevamente se aplica dicha regla obteniéndose:

1 — cos 2x

lim

0
=— ue permite aplicarla de nuevo:
x>0 sen’x + 2x sen2x + x3cos 2x 0 auep P

2 sen2x
lim
x>0  3sen2x + 6x cos 2x — 2x? sen2x

= — que permite aplicarla de nuevo:



5 4 cos 2x _ 4 1
),(n—>0 6cos2x + 6cos2x — 12xsen2x — dxsen2x —4x2cos2x 12 3

por lo que el limite buscado es 3

, lim (1 —cosx). tgx
B m o iz

SOLUCION

El limite solicitado es determinado y su valor es 0.

a
k) lim x sen —
x>0 x
SOLUCION
Por ser de la forma 2. no puede aplicarse directamente 'Hopital.
a
Dado que: sen —
x
X .gen x =
1
%
resulta que: a
sen —
a x 0
lim x. sen — = fim ————— = —
X060 x x~>00 1 0
x

y ahora si, puede aplicarse la regla de I'Hopital, y se tiene:

a
a cos —
x ’ .
lim ——————=a y el limite buscado es a.
x—>a 1
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CAPITULO X1

Féormula de Taylor.
Estudio local de una funcién

Desarrollar el pofinomio flx) = 2% — 4x* + 8x® — 42® + 6x — 5 en potencias enteras
y positivas de x — 2.

SOLUCION

Los coeficientes del desarrollo son los restos de las sucesivas divisiones de f(x) por
x — 2, Tenemos, por la regla de Ruffini:

1 —4 8 —4 6 -5
2 2 —4 8 8 28

1 -2 4 4 14 23 =hy
2 2 0 8 24

1 2 4 12 {38=b,
2 2 4 16

1z 8 i28=h
: ..

1 4 16=bh,

1 6=hy

%

Asi pues el desarrollo pedido es:
f(x) =bo + by (x — 2) + by(x — 2)? + by(x — 2)® + be(x — 2)* + by(x — 2)°
es decir:

f(x) = 23 + 38(x — 2) + 28(x — 2)* + 16(x — 2)* + 6(x — 2)* + (x — 2)*

Desarrollar el polinomio f(x) = x3 — 2x* 4+ 3x + 5 en potencias enteras y positivas de
x+1.

SOLUCION
El desarrollo es de la forma:
f(x)=bg +by(x + 1) + by(x + 1)* + by(x +1)°
y los coeficientes son los restos de las sucesivas divisiones de f(x) por x + 1.
Una vez efectuadas se obtiene el siguiente desarrollo:

fx)= —1+8(x+1)—3x+1)* +(x+1)*
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3 Calcular el polinomio de Taylor de grado 4 para la funcion x5 — 1 enel punto x=2.
SOLUCION
El polinomio de Taylor de grado 4 es de la forma:

5
PXY = ag +a, (x—2)+a, (x=2)* +a3 (x-2)° +a4 (x—-2)*

donde f(k)(z)
a = ——— 0<k <4
k!

Por tanto, se tiene:

f(x)= x* -1 = ap = £(2) = 31

f'(x)=5x* = a, = £'(2) = 80
(2

£(x) =20 x° = a; = —%-) = 80
f”’ 2

£°(x) = 60 x* = az = '—3€—2 = 40
fIV(2)

'V(x) = 120x = 2 =— = =10

Asi pues, el polinomio de Taylor pedido es:

P = 31 + 80(x—2) + 80(x—2)* + 40(x—2)? + 10(x2)*

4 Calcular el polinomio de Taylor de grado 5 para la funcién f(x)= e* enelpunto x=0.

SOLUCION )
Los coeficientes del polinomio de Taylor seran de la forma:
§(K) (0)
a = ———— 0 <k <5
k k!

Por ser ¢l valor de la funcién * y de todas sus derivadas en x =0 ,igual a 1, los coe-
ficientes se reducen a:

Asi pues, el polinomio de Taylor pedido es:

x x xZ x3 4 5

e X X
Pep = l+— +— +— + — + —
1! 2! 3! 4! !

2
x x x
5  Demostrar que si x es positivo se tiene:  3/1+x < 1 +§- - -9— + —
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7

SOLUCION
El desarrollo de Mac Laurin ge f(x)= 3\/1166-1; hasta el téléxbxino x* sera:
32 238 24 3_/TTT
¥ 2,8 5, 3¢ (EFT "

1
3 - —
Vv 1+x 1+3x+ " x " "

0 bien
X x? 5x3 10
3\/1+x=1+—3——T+ 4

+
34 35 3‘\[(1"",)1 1

0<t<x

teniendo en cuenta, para obtenerlo, los valores de f(x) y sus derivadasen x= 0.

Como x es positivo y t € (0, x) el término:
10 .

3% 3 /__————_=(l+t)“ X

es siempre positivo. Por tanto, al suprimir dicho término se verifica:

X z 5x2
Witx < 1 +—3——i+ -

g ' g
C dema , 5 < 1 )
ademas, — €8 menor gue -, 8era —_— —_— €n consecuenca:
omo, 34 76 3% 16 0
X x2 Xa
SWViTE <1 +— 2 4 X
3 9 16

que es lo que se queria demostrar.

Desarrollar la funcion f(x) = e* en potencias del binomio x + 1, hasta el término que con-
tenga (x + 13-
SOLUCION

El desarrollo de la funcién {(x) en potencias de x + 1 es el desarrollo de Taylor de la
funcion en el punte ¢ = —1. Este desarrollo sera, pues, de la forma:

f(x) = f(-1) + ——= ( )( x+1) + ——= ”( )( +1)? + ———2 (x+1)® +Rs(x)

l
Dado que e* y todas sus derivadas toman el valor — en x = —1, se tiene:

€
1 1 1

L
e* =— (x+l) + (x+1)2
€

(x+1)> + Ry(x)

o bien
<1 x+1 (x+1)? (x+1)3
R T TR TR T A1

Desarrollar la funcién f(x)= Ln x en potencias de x—1I, hasta el término con (x—1)2.
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SOLUCION

El desarrollo pedido ser el de Taylor en el punto c = 1, que sera de la forma:

f(x) =f£(1) +——= ( ) x-1)+ ——= ( Ay (x—1)* + R;(x)

Teniendo en cuenta que:
1 1
fx)=Lox = f1)=0 , fx)=— = £O)=1 , £ x)=——2 = f(1)=-
x x

se tiene:

-1 2
Lnx= x—l—( ) + Ra(x)
2!
1
Demostrar que la diferencia entre sen(a+h) y sena +h cos a no es mayor de —2- h2.
SOLUCION

El desarrollo de Taylor de f(x)=senx enel punto c=a es:

senx = sena +- (x——a)— (x—a)2 a<t<x

donde se ha tomado el término complementano de Lagrange.

Llamando h a la diferencia x —a , resulta x = a+ h, y se puede escribir:

sent
gen (ath) = sena + hcosa—Thz a<t<a+h

de donde resulta:
sent 2
sen(a+th)—(sen a + h cos a) = — - h?* = |gen(a+h)~(sen a +h cos a) | = | sent| Ky

y, teniendo en cuentaque lsent | = 1, resulta finalmente:
Isen (a+h) — (sena+ hcos a) | <—;— h?
desigualdad de la que se deduce lo que se queria demostrar.
Hallar el término complementario (de Lagrange) de grado 4 en el desarrollo de la funcién

flx)=

en el entorno del punto x =2,

SOLUCION

Dicho término complementario sera de la forma:

R4()—-—()'(x 2) con 2<t<x

La quinta derivada de la funcion dada es:

v, . —120
f'(x) _—_(x—l)s
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11

En consecuencia resulta:

— 120

6
RSt el Rio=

. (=2)°
X—
t-1°
Desarrollar por la formula de Mac-Laurin la funcién f{x)=Ln(x*—3x+2}
SOLUCION
El desarrollo es de la forma:

(0 (0 (0 £7(0
f(x)=f(0)+'L)'x+—Qx2 +—Lz-x31 +...+—an +
1! 2! 3! n!

Teniendo en cuenta que:

£(0)=Ln 2 £(0) 3w 0) = 0) =2
=In , = , = s = yae e
( 2 ( 4 ( 4
el desarrollo pedido sera de la forma:
2 3 1 7 19
Ln(x*-3x+2) = In2 - —x —— - — x? - —.—x3+.,. =
2 2 4 3! 4
3 7 3
=]'_‘|-|2___x_—_x2-——x3 +...
2 8

Escribir los seis primeros términos del desarrollo de Mac-Laurin de la funcién:
f)=In g (= +—)
x = n — —
% 2 4

SOLUCION

Las cinco primeras derivadas de la funcion, y sus valores para x = 0, seran:

T
f(x)= Ln tag(-;— +%) = f(0) = Ln(tg7)=Ln1=0
1 1
X m 2
cos? (— +— )
f’(x) = 2 4 = 1 = l
X + i 2 sen(i +7L )cos (-)-( +l) sen 2 (: + l)
#(y s) 2 4 2 4 2 4
1
= - = £(0) = 1
n
sen (x +—) cos X
2
f(x) = 2% - £(0) = 0
CO8 X
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— sen x

co8 x
f”’(x) - 2 = f’,’(o) - 1

cos’x
v —3sen x — eos® x + 2sen? x cos x W
P x)= 3 = f70)=-1
cos” x
p @) —3cosx+3cos? xsenx+2(2senxc052x—sen3x)+(—3senx—-cos3 x+2sen? XCOBX).
X -
cos®x
. dcos xsenx v
. = £(0) = -3
cos® x

Por tanto el desarrollo pedido es:

L x + T ) B x3 x4 3x5 R
"|E(3 Z))_’HL 3 T w s RO
12 Escribir los tres primeros términos del desarrollo por la formula de Taylor de la funcion:
x.Lnx
ftx)= — en el entorno de x = 1.
x4-1
SOLUCION

No es posible escribir dicho desarrollo pues la funcion es discontinua en x =1.

13 Determinar los intervalos de concavidad de las funciones:

a) flx)=x>—x*
SOLUCION
Condicion de concavidad:  £7(t) > 0
fx)=x*—x* , fE)=2-4* , f(x)=2-12x7
2 1 1

= x?=— = x=t

12 6 N

fx)=0 = x*=

x) =—12x2 +2= 12 (x—

1 1
—\/‘?)(Hf)

Asi pues:
1

x < _—\7_6— = f'x) <0 = f(x) convexa
L( < L = {7 >0 = 0

_ x <— X
\/6- \/6_ (x) (x) concava
1

— < x = 'x) <0 = f(x) convexa

V6
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En consecuencia, la funcion f(x)=x® — x* es concava en el intervalo:

1 v _ (L L
{xERI-—%—<x<\/F’—<—-\/g,\/g>
8 (x—1)*
b) - f(x)=_(x_x3_)_
SOLUCION
. 8(2x* -12x+12)
(<) = 5

X

cuyo signo es el de :
(x* —6x+6).x° = x—(3+‘\/3_) x—(3——\/§) x5

x <0 = °(x) < 0 = f(x) convexa
0<x <33 = °(x) > 0 = f(x) concava
3-V3<x<3H/f3 = f(x) < 0 = f(x) convexa
Por tanto, la funcion dada es concava en el intervalo (0, 33 )

2
o) flx)=e>
SOLUCION
Pr)=2¢% @A-1)= 4. ()= 4.6 - +1)
= —1)=4.e ——)3)=4.¢ ——}x =
(x)=2e” (@&"-1) == =B 5

2
cuyo signo, por ser 4.¢ > 0, vendré dado por el signo del producto
yo 8ig P g P

1 1
— —). 4 —
(x \/2—) (x \/2—)
iti d >——1 < o—
ue € S1tIVO cuando x X -—_ .
qte €8 po N vz

En consecuencia, la funcién dada sera concava en los intervalos:

1 1-
—00 y — — .——’ .’.oo
( /5 )y ( \/-2— )
14 Determinar los puntos de inflexion de las funciones:

(x) =——
o) fx_x2+2

SOLUCION
p es punto de inflexion de f(x) si:
) = @) = ... =f'®=0 y e #0

siendo n par.
En particular, p es punto de inflexién si f”(p)= 0 y {(p) # 0.

~



Tenemos:

fy = x ] o _(x’+2)-—x.2x
Oy (2 +2)?
6x ()
—6x (x* — —
) = ~2x(x2+2)* —(2—x?).2.(x* +2).2x  —2x(3x*-2) 3
) =2 +2)* (x*+2)° (x?+2)?
2 2 2
£(x)= 0 =x=_6x(x*——)=0 = x=0,x=\/_, x-_-_i__
3 V3 a
Por otra parte es:
2 2
3x*— 3 Wx242) —  x(x?- -5-) . 3(x2+2). 2x
f’!,(x) = _6
(+2)8
de donde:
x=0 = £°(0) + 0 es punto de inflexion.
2 2
x=— ? = (- ?)# 0 es punto de inflexion.
x= 5 = £7( —3—)#: 0 es punto de inflexion.

b) flx)= x.senx
SOLUCION
f’(x) = sen x + x cos x
f’(x)=cosx +cosx —xsenx = 2 €0s X — X sen X
La ecuacion 2cosx —xsenx = 0 no puede resolverse con los conocimien-

tos del alumno del Curso de Orientacion, por lo que no es posible hallar les puntos de in-
flexion.

_x
o I =R
SOLUCION
) = —2(x—1)>—(1-2x).3.(x-1)* _ (x—1)> —2(x—1)-3(1-2x) _ 4x-1
® x-1)° (-1 ey
1
7 =0 = —1= = = ——
(x) 4x 0 X n
Tenemos: = _12x
=

1
y como f”’(—4—-) # 0 , el punto x=-Z- es de inflexion.
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d)  ftx) =3/x+2

SOLUCION

1 1 4

PE)= - —x+2™"% 1 )= (- 27
3 3 3

f(x) no tiene puntos de inflexion, pues f(x) # 0 para todo x.

Hallar los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexion de las siguientes
funciones:
o)  flx) = x% - 622 H12x + 4
SOLUCION
Para hallar dichos intervalos y los puntos de inflexion se ha de estudiar la segunda

derivada f°(x). Los puntos en que es positiva son de concavidad, aquellos en que es negativa
son de convexidad y los gue la anulan los posibles puntos de inflexiéon.

Tenemos:
f'(x)= 6x — 12 = 6(x — 2)
y por tanto:
si x > 2 = f°(x) > 0 = Hay concavidad para x > 2
si x < 2 = °(x) < 0 =  Hay convexidad para x < 2
six =2 = f’(x) = 0 Como f(x)+# 0 hay inflexionen x=2
b)  f(x)= cosx
SOLUCION
f'(x) =-cosx , (x)=0 => x=—12r-+k1r ke Zz
como

_tlsi k=2p pEZ

i
£(x)= (= +km) =
(= senxy FAGHRD = ) 6 k=2pt1

todos los puntos que anulan la segunda derivada son de inflexion.
Por otra parte, del estudio del signo de la segunda derivada se obtiene:

m 3w
f°x)>0 = —cosx>0 = cosx<0 = -2—+2k11<x<-2—‘+2k1r

por lo que la funcion serd concava en todos estos invervalos.

Analogamente, sera convexa para los intervalos :

m n
f’"x)<0 = —cosx<0 = cosx>0 = —-2-+2k1r<x<? + 2kn

¢ flx)=(x+1)*
SOLUCION
fx)= 12(x+1)? |, ' x)=0 = x= -1
No se puede asegurar que en x =—1 haya inflexién pues también £°(—1)=0.

Por otra parte, como £”(x) > 0, la funcidn es concava para todo x y no tiene puntos
P P y P
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de inflexion.

d =
) I =T
SOLUCION
f” 2
X)=——""7
) G+ 3)3
Como £7(x) # 0, para todo x, f(x) no tiene puntos de inflexion.
Por otra parte:
para x > -3 = 2x+3°% >0 = f7(x) > 0 concavidad.
para x < -3 = 2:x+3? <0 = f(x) < 0 -convexidad.

e) flx)==x*.Lnx N
SOLUCION

°(x)= 2(Inx +1)+1 = 2Lnx+3¢
: 1
\/—5-=(Xo)

€

3
2(x)=0 => Lnx=_—2- = x= e3/2=

2
Como f’(x)=— es £( ) # 0 hay inflexion en dicho punto.
x .

3

1
x < ﬁ concavidad, pues f”(x) es creciente por ser £(x) positiva y ser f(xo =0

de donde £”(x) < 0 para x€ (0, xo).

Por el mismo razonamiento es f(x) > 0 para x € (xo , +°°) y por tanto f(x) sera
convexa en dicho intervalo.

P f(x) =(x*+1)e"
SOLUCION
frx)=e* (x +1) (x + 3)

x=-1

f°(x) = 0 = { 3 en ambos hay inflexion.
X = —

(—=,-3) concavidad

-3 -1 convexidad

-1, —°) concavidad

16 Demostrar la desigualdad ¢ > 1 + x  para x # 0.
SOLUCION
El desarrollo de Mac Laurin de la funcion f(x) = e es:
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t
e

=1+ x+— x?
2!

de donde resulta lo deseado al ser el término complementario positivo si x % 0.

17 ; Cudl de los tridngulos rectingulos de perimetro dado igual a 2p tiene mayor drea?

SOLUCION
1

Vi3 +y! S=—x.y 1)

2
2p=x+y+~,/x5+y5 2

Despejando en (2) uno de los lados, por ejemplo, y , se obtiene:

_ Z(G-p
x —2p
y sustituyendo en (1) tenemos: S = P x(x—p)

x—2p
Tenemos que hallar el valor de x que hace maxima esta funcion.

p (x* — 4px + 2p?)

S(x)=
(6] 2y

S(x)=0 = x*—4px+2p> =0 = x=p(2%V2)

cOmo
. 2(x — 2p)? — (x2 — 4px +2p?). 2
S5"(x)=p 3
(x —2p)
S(pE+v2)>0 > minimo
S (p(2-v2) <0 > méximo

Asi pues, el tridngulo rectingulo de perimetro 2p y irea maxima es aquel tal que:
x=2p -2 p e

_ 2p(x—p)
y =2E P

2 = (sustituyendo x por su valor) = (2 —/2 )P
X —d4p

o sea, un triangulo rectangulo isosceles.
) gul

18 ; Cudl de los cilindros de volumen dado tiene menor superficie total ?
SOLUCION

Sea x el radio de la base del cilindro.
Sea y la altura (generatriz) de dicho cilindro.
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Area total del cilindro:

S = 2mx? + 2nxy q€)
y

Volumen del cilindro:
o V=axty @

Despejando y en (2) y sustituyedno en (1) se obtiene:

\' 2V
S=2m? +2mx— = 2rx? + —
% x

Esta es la funcion que hay que minimar. Se tiene:

2V
S'(x)= 4nx — ——

e
2V 2V 3 A
S'(x) =0 =  4mx=— = x}=—— = x=\ —
x? 4 20

s,’ 4 + 4V S,’ 3 V )
X)= Y8 — = S —
) x? 2n )
Asi pues, para dicho valor de x la superficie total es minima.

127 > 0

Las dimensiones (radio y altura) de dicho cilindro resultan ser:

es decir, y= 2x.

19 Inscribir en una esfera un cono de volumen mdximo.

SOLUCION

Sea x el radio de la base del cono.
Sea y su altura.

Volumen del cono

\ LI 1
——x
3 ™Y 1)

Sea R el radio de la esfera.

Por el teorema de la altura en el triangulo rectangulo ABC, se tiene

x? = y(2R-y) @
Sustituyendo (2) en (1) se obtiene:
2 y?
=— R 2
37 73

siendo esta la funcién a maximar.
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, y=20
Vi) =0 4R
iy
s, 4 3 4R el
V(y)=-3-R—2y , V(?)<0 maximo

Siendo las dimensiones de dicho cono de volumen maximo:

4R

radio de la base = T R altura del cono = -3——

20  De una hoja de cartén cuadrada, de lado a, hay que hacer una caja rectangular abierta, que
tenga la mayor capacidad posible, recortando para ello cuadrados en los dngulos de la hoja
y después doblando los salientes de la figura en forma de cruz asi obtenida.

SOLUCION
T ! Sea x el lado del cuadrado que se recorta en los angulos
: ;X
L“‘? """" 3= La caja es un paralelepipedo de base un cuadrado de la-
! ! do a—2x vy altura x.
! | &
i E Su volumén sera:
R . Jy—
! P X V =(a—2x)? x =a*x + 4x® — 4ax?
V(x)=a? +12 x? — 8ax a
Vx)=0 = 12x* —8ax+a*® = = x =<2
6
V'(x)= 24x — 8a
a
Como V”(-2—) =4a >0

a
V(—=)=-4 <90
6
el valor maximo vendra dado cuando x = %

. a
Asi pues hay que recortar cuadrado de lado -E- .
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CAPITULO XII \

Estudio y representacion de
curvas explicitas

Hallar el campo de existencia de las grdficas de las siguientes funciones:
o) flx)=x>+1 , b) flx)=vr-1 , ¢ flx)=>Va¥ +x+1
d) fx)=V(x-2)x-1) , e flx)=Ln(x+1) , f) f(x)=3"

x x

= , h = In ————onr
O )= —"— . W ftr)=Ln ——
SOLUCION
a)  El campo de existencia es R.
by (x-1)=0 = x =21
¢)  Como el indice de la raiz es impar el campo de existencia es R.
d) E-2(x-1)=0 = x22yx <1 y por tanto el campo de exis-

tenciasera:  (—,1] U[2, +4oo),
e) x+1>0 = x>-1
f)  El campo de existencia es R.

g)  Elcampo de existenciaes R— {1}.

h ——— >0 > x>0
x*+1

Hallar las simetrias de las grdficas de las funciones:

2 x 1
a) fx)=x>+x+1 , b) flx)=(x+1)? , ¢) flx)=
SOLUCION
a) Dadoque f(—x)=x*-x+1 la grafica no presentara simetrias.

b) Dado que f(—x)= (—x+1)> =x® —2x + 1 la grafica no presentara simetrias.
x> 1

c¢) Dado que f(—x)= :T la grafica no presentara simetrias.

Hallar los intervalos de crecimiento, decrecimiento, concavidad y convexidad, asi como los
puntos de inflexion de las grdficas de las funciones:

a) fx)=x3+2*+x+1 , b) flx)=senx , ¢) flx)=Vx+1
SOLUCION
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a)  Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento debemos considerar el sig-
no de la primera deirvada de la funcion.

£'(x) = 3x2+2x+1

—1+4/2 —1+/2 .
f'x)=0 = x=———\/—— = f(x)=(x — +\/—)(x— \/5)
3 3 3
de donde
—1+v2
x -——3—C = f(x)> 0 = creciente
-1+/2 1H/2
3J— x < ;\/— = fx)<0 = decreciente
—1-+/2
—31/—_> x = f(x)> 0 = creciente

Para estudiar los intervalos de concavidad y convexidad debemos considerar el signo
de la segunda derivada de la funcion.

7 (x)=6x +2
x > -3 = f°(x)> 0 = concavidad
x <-3 = " (x)< 0 = convexidad

En x=-3 , como f”(x)=2# 0, habra un punto de inflexion.

by f(x)=cosx, f’(x)=—senx
Analizando los signos de las mismas obtenemos:

L 3n
0+2knr < x < 3+ 2knm y ?+2k1r<x<217+2k1r creciente

L4 3n
; +2kr < x < ? + 2knw decreciente.

n+2kr < x < 2 + 2kn concavidad
ke < x < 7w+ 2km convexidad

En los valores que anulan la segunda derivada, x = 2km , x = + 2k, hay inflexion.
) = 1 -12 ” - 1 -3 /2
c) f(x)—-z—(x+1) , f(x)= —-Z-(x+1)

Como f'(x) es siempre positiva, la funcion es creciente en los puntos en que esta defi-
nida.

Como {”(x) es siempre negativa, la funcion es siempre convexa.

No existen puntos de inflexion.



Hallar las asintotas de las grifices de las funciones:
2

x x
= s b e S e——
SIS VI NI T
SOLUCION
a) lim f(x)=0 =  y=0 es asintota horizontal
X—» oo
lim f(x)=o0 = x =1 es asintota vertical
x—>1
lim  f(x)=oc° = x=-1 esasintota vertical.
x>—1
b fim f(x)= o = no tiene asintota horizontal.
X—>oo

lim f(x)=lim f(x)=e = x=1 y x=-1 son asintotas verticales.
x—>1 x>-1

Veamos si existira asintota inclinada:

T . )= -1
m= lim —== , =lim (= X) = —
X0 X X~»00 (\/x! +1

y por tanto la recta y=x —1 sgera asintota inclinada.

¢) y=0 esasintota horizontal.

x=1 y x=3 son asintotas verticales.

Estudiar y representar grificamente las siguientes funciones:
a)  flx)=x3 - 3x* +2¢
SOLUCION
a) Dominio: R
b)  Simetrias: no tiene
c)  Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

14/
£i(x)=3x2 ~ 6x +2 f(x)=0 x=-6———12—-

6
612 612 6+12 6 +12

(—%° ,=————) creciente , ( 6 i ) decreciente, (

ciente.
d) /Maximos y minimos.

64T 6 V12
"——6_—_ mumo s X=—6—'—"

x maximo

e)  Concavidad, convexidad y puntos de inflexion.
f’(x)=6x — 6
(=, 1) convexidad, (1, +¢°) concavidad , x =1 punto de inflexién.

, +%°) cre-
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f)  Asintotas: No tiene

g)  Puntos de interseccion con los ejes.

x=0 = fx)=0 ; f(x)=0 = x=0,x=1,x=2

b) f(x)= x? —x?

SOLUCION

a) Dominio R.

b)  Simétrica respecto al eje de ordenadas

c) f’(x)=2x—4x3 x)=0 = x=0,x=—\/2z,x=—-\/-—22—

V2

2 2 2
(—°,— —2-) creciente, (— < 0) decreciente, (0, —2—-) creciente, (——2- , ) decreciente

2
d) x=0 minimo |, x=i-—? maximo.

e) f'(x)=2-12x?

2 / 2 [ 2 , 2
(-, ——\g ) convexidad , (- e 1—2—) concavidad, ( l?’ +00) convexidad
‘ 2
x=%*4/— puntos de inflexion.
12



f)  Asintotas: No tiene.
g)  Puntos de interseccion con los ejes: (0, 0) 1,0),(-1,0)

x
o i) _x2 -5x+4
SOLUCION

a) Dominio R— {1,4}.
b)  No tiene simetrias.
—x? +4

) W= Gy | (070 = x=e2

(—o0, —2) decreciente, (-2, 2) creciente, (2 , o0 ) decreciente
d) x=2 maximo , x=—2 minimo.
9 = 2x? — 24x + 40
(x2 — 5% + 4)?
(—00, —4°107) concava , (—4’107, +°°) convexa , x = —4’107 punto de inflexion.

f)  El eje de abscisas es asintota horizontal.
lasrectas x=1 , x =4 son asintotas verticales.

g)  Lagrafica corta a los ejes en el punto (0, 0).
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d) fx)= ;—‘\/:—i,—-—l—
SOLUCION

)
b)

x2_-3
I o

Dominio R — {—1,1} .

Simétrica respecto al origen de coordenadas.

fx)=0 = x=:3

(o0, —\/§) creciente , (—-\/§ V3 ) decreciente , (\/?;' , Foo) creciente

d)
e)

f)
g

x=4/3 minimo , x=—/3 maximo .
Dada la complejidad de la segunda derivada debe renunciarse al calculo de los interva-
los de concavidad y convexidad.

Lasrectas x=1 , x=—1 son asintotas verticales.

No tiene puntos de corte con los ejes.



b
e e e e e i e e e e = ——————
e e e e e e - ——————

23

(1+=x)?

e) flx)=

SOLUCION
a) Dominio R —{-1} .
b)  No tiene simetrias.

x? + 3x?

c) f’(x)=—(l—+-x—)3— f(x)=0 = x=0, x=-3

(o0, —3) decreciente , (-3, +0) creciente
d) x=-3 maximo.
6x
(1+ x)‘
(—==. 0) convexidad , (0, + ) concavidad , x =0 punto de inflexion.

f)  Larecta x = —1 es asintota vertical.

e fi(x)=

Larecta y=x—2 es asintota inclinada.

g)  Lagrafica corta a los ejes en el punto (0, 0).
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e —————
N

0 fe=VEFIE -1

SOLUCION

a) Dominio D=[-3,-1JU[1,+e)

b)  No tiene simetrias.

_ 3x2+6x1—1 Poy=0 = x= —6 ++/48
2V(x +3) (x> - 1)

o fix)

—6—/48 —6—/48 —6-+/48
(—o0, ————)N D creciente , ( ) A YN D decreciente
6 6 6
—6-+/48
(——6£,+w)ﬂ D creciente.
—6 —~/48 ..
d x= -—T—— maximo.

€)  Dadala complejidad de la segunda derivada debe renunciarse al calculo de los interva-
los de concavidad y convexidad.

f)  No tiene asintotas.
g) Corta alos ejes en los puntos (=3, 0), (-1,0) y (1, 0).
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) ()= 4x - 12
8 fix —-—-(x py
SOLUCION

a) Dominio R— {2} .
b)  No tiene simetrias.

_ 16 — 4x

o) Px)= e fx)=0 = x=4

(—o», 2) decreciente , (2, 4) creciente |, (4, +oo) decreciente .

d) x=4 maximo.
=-2*

Es siempre convexa y no presenta puntos de inflexion.

e) f"(x)=

f) Kl ¢je de abscisas es asintota horizontal.
Larectax =2 es asintota vertical.

g)  Cortaalos ejes en los puntos (0, -3)y (3, 0).

m



e e o e it e o ot e o e e

8
h 2 ——————
) flx) REN~ gy
SOLUCION
2) Dominio R— {0,2,-2}.
b)  Essimétrica respecto al origen.
-8(5x* —12)

,12
c) f’(x)'m fx)=0 =» x=¢

(== »J—— —-) decreciente, ( \’ \’ —) creciente (\ / , Hod) decreciente
d x= +\/-T maximo , Xx=—\ ’ minimo.
5 5

e)  Dadala complejidad de la segunda derivada debe renunciarse al calculo de los interva-
los de concavidad y convexidad.

f)  El eje de abscisas es asintota horizontal.
Lasrectas x=0 , x=—2 , x=2 s0n asintotas verticales.

g) No corta alos ejes.



~

N P

<

]
|

2
) fe)= 2 +—

x
SOLUCION
a) Dominic R- {0} .
b)  No tiene simetrias.

2x3 — 2
) PrR)=—— £x)=0 = x=1
x
(—=, 1) decreciente , (1, +w) creciente.

d) x=1 minimo.

2x3 +4
xa

e fx)=

(o2, >v/=2) concavidad, ( 3v/=2, 0) convexidad , (0, +=0) concavidad
x= 3y/~2" punto de inflexién.

f) Larecta x=0 es asintota vertical.
g)  Cortaalosejes en el punto x=3/-2 (punto de inflexion).
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CAPITULO XIII

Separacion y aproximacion de raices
reales de ecuaciones algebraicas

Indicar, en cada caso, una ecuacién algebraica cuyas raices sean :

a) 2, -2, 1, 0 d) -1 (iriple), 2 (doble), 5
b) 3 -2 -1, -3 e) 3, i ,-i, 2
1 4 1, 2 2+i 2—i
c) 2, — -1, — f) ’ b '
2 3
SOLUCION

a)  Teniendo en cuenta que si una ecuacidn algebraica tiene el valor a como raiz la ecua-
cion es divisible por x — a una ecuacion algebraica cuyas raices sean 2,—2,1 y 0 debe ser
divigible por (x — 2),(x +2), (x — 1) y (x — 0) por lo que todas las ecuaciones algebraicas
con aquellas raices seran de la forma:

x-2).(x+2)(x-1).x.K=0

donde K € R si las dadas deben ser las tinicas raices o bien K una ecuaci6n algebraica si pue-
den existir otras raices ademas de las dadas.

b) (x—3).(x+2)(x+1).x+3).K=0
1 4
) @=2lc— )+ D — 5 )K= 0

thl—e r;).(2:( ~1).(x+1).3x —4).K= 0

d) x-1P3.(x-22(x-5.K=0

e) f)xbi_e f).(x —i)(x+i)(x—2).K= 0
(x=3).x* +1).(x —2).K= 0

) (x—Dx—2(x—C+i)x—(2-i).K=0
o bien

x—D.(x-2)(x*-4x+1).K=0

Dadas las siguientes ecuaciones algebraicas, calcular el orden de multiplicidad de las raices
miiltiples, utilizando el teorema 2.2.

a) 2 223 8?72 raiz x=—1
b)  x* — 3x3 - 6x2 +28x - 24 raiz x= 2
¢) 2% +7x7 +17x° +162° +9x* +24x° + 402> +32x + 16 raiz x=-2
SOLUCION
a)  Dada la ecuacion algebraica

P(x)=x% +2x* +2x* _8x% —7x+2=0

se tiene P(—1) = 0. Calculemos el polinomio primera derivada:
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P(x) = 5x* +8x> +6x* — 16x — 7
Como P’(—1) # 0 resulta que —1 es una raiz simple, o de multiplicidad 1.

b) P(x)=x* - 3x® — 6x? +28x — 24 PR) =0
P(x)=4x® — 9x? — 12x + 28 P2 = 0
P (x)=12x% — 18x — 12 P°2)= 0
P™(x)=24x — 18 P@)# 0

Por tanto el orden de multiplicidad es 3.
c)  El orden de multiplicidad es 2.

Determinar las raices enteras y fraccionarias de las ecuaciones:
a) x*-7x*+36=0

) 2% —x¥+2x-1=0

c) x*—x®_1Ix*-199x-812=0

d) % +3x% - 232° - 51x* +9x +120=0

e) x*-9x*+1Ix-2=0

) &+ x’--——x’——x+—4—=0

g)  96x* +208x> +90x> — I13x - 6=0

h) 25— 5x% — 23x% +295x3 — 824x + 700 =0
i) 623 —25x*+3x+4=0

) 2+t _3:-1=0

k) 9x% +15%* — 50x° — 39x® +63x - 98=0
D 2-7x-6=0

SOLUCION

a)  Dadala ecuacion x} —7x* +36 =0

las posibles raices enteras son:
1], 2, +3, +4, 16, 9, £12, +18, +36

que son los divisores del término independiente.

Se tiene:  P(1)= 30 P(-1)=28
lo que nos dice que ni 1 ni —1 son raices de la ecuacion, pero se tendra:

PA)=30= a-1 y P(-1)=28 = a+1
si a esuna raiz entera. Ello nos permite seleccionar como posibles raices :

-2, 3, 6

Se comprueba que P(—2)=P(3)=P(6)=0 lo que nos permite afirmar que las raices

de la ecuacion dada son:
-2, 3, 6.

b)  Las tnicas raices enteras posibles serian 1, pero P(1)#0 y P(-1) # 0Oy en con-

secuencia la ecuacion no tiene raices enteras.



1
Las posibles raices fraccionarias serian + 3 .

Comprobemos si -5 s una raiz:

2 -1 2 -1
1
- 1 0 1
2

2 0 2 )

Efectivamente, -E es unaraiz. La ecuacion podrd, pues, escribirse:

1 2
2.(x—--—2-).(x +1) =0
no existiendo otras raices fraccionarias, pues x2 +1 carece de ellas.

d)  No tiene raices enteras ni fraccionarias.
€)  La dnicaraiz entera es 2.
f)  Multiplicando la ecuacion dada por 8 se obtiene:

8x* +20x* — 26x? — 53x +30=0
que tiene como raiz entera x = —2:

8 20 -2 -53 30
) 16 -8 68 -30
) 4 34 15 ig

lo que nos permite descomponer la ecuacion en:
(x +2)(8x% +4x? ~34x +15) = 0

de modo que el segundo factor del primer miembro admite como posibles raices fracciona-

st 31 1 3 3 3 5 5 5 15 15 _15
et = F et b~ b ) e bt b
2 8 2 4 8 2 4 8 2 4 8
Ensayando se obtiene:
8 4 ~34 15
- 4 4 -15
2
§ 8 30 10
5
y resolviendo la ecuacion 8x? +8x — 30 = ( se obtienen las raices 5 y - --2-
. , 1 3 2
g)  Tiene comoraices: — , — —,  — —— _ —
4 4 2 3

h) 2 es raiz doble.

. . 1 1
i)  Susraicesson: 4 , 5 y — —

3
m
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) Su tinicaraiz es 1.
7
k) - ? es raiz doble.
)  Susraicesson —1,—-2 y 3.

Acotar, aislar y aproximar hasta las centésimas las raices de las siguientes ecuaciones:
a) x*_2x_5=0

SOLUCION
Calculemos los polinomios primera y segunda derivada de la ecuacion dada:
P(x)=3x% - 2
P(x) = 6x

como para K= 3 se verifica:
P >0 , P@B>0 , P@)>0

3 es una cota superior de las raices positivas de la ecuacion.

1
Utilizando el polinomio P(— —) , debidamente racionalizado:
x

5x% — 2x% +1
1 1 .
tendremos que P(— — ), P’(— — ), P*(—— ) son positivos para x = 1, por lo que M= —1
X X X
es una cota inferior de todas las raices de la ecuacion dada.
Por tanto las raices estaran en el intervalo [-1,3].

1
Utilizando el polinomio P(—) obtenemos que las raices positivas estan comprendi-
das entre 1 y 3. X

Utilizando el polinomio P(—x) = —x® +2x — 5 , se obtiene :
P’(—x) = -3x? +2
que al ser siempre negativa nos dice que no existe cota superior entera de las raices negati-
vas.
Por otra parte, porser:  P(—1)= —4
P( 3)=16
entre ambos valores habra un namero impar de raices.

Para aproximar las raices se procedera a calcular valores como se indica a continua-

clon. ., X P(X)
1 —6
2 -1
21 0°06
2’5 562
3 16
laraiz estaraentre 2 y 2°1
2 - |
205 048
208 016



209 -005

2’1 0°06
la raiz estara entre 2°09y 2’1.
209 005
2’092 -0°03
2094 -001
2095 001
2’1 0°06

laraiz estara entre 2°094 y 2°095

Con aproximacion hasta las centésimas la raiz sera pues : 2°094.

b) x*+5c2+7=0
SOLUCION

La ecuacion carece de raices reales puesto que la cota superior de las raices positivas ,
k =1, coincide con la cota inferior de las mismas.

Por otra parte es evidente que los tres sumandos de la ecuacion son positivos para to-
do valor que pueda adoptar la variable x.

¢) x3-9x+423x - 14=0

SOLUCION
Las raices positivas estan en el intervalo [0°5,5] y de forma mas precisa en:
05,1] [3.4] [4,5]
puesto que se tiene:
P0)=-14 P3)=1 P(d)=-2
P)= 1 P(4)=-2 P(S)= 1

Aproximando sucesivamente se obtienen las raices: 088, 3°30 , 4’86 .

d 2 +3x2_122x-10=0
SOLUCION

La ecnacion dada tiene una raiz entera, x = 5, y podremos escribir:
x*+3x% ~12x—10 =(x - 5). (x* —2x — 2)=0

y resolviendo la ecuacion de segundo grado obtendremos las restantes raices que seran:

2 £4/12
X =’—2—'—'= 1 i\/§-

cuyos valores, aproximando /3 por 1*73 , seran: 273 y —0°73.

e) 3x3+5r-40=0

SOLUCION
Las raices positivas estan en [1, 3] y su valor aproximado es 2’13,
No hay raices negativas.

Calcular con cinco cifras decimales exactas las raices de la ecuacion x° — 3x2 +1= 0.
SOLUCION
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Dada la ecuacion x3 — 3x2 +1=0 se procedera primero a acotar sus raices.

3 es cota superior de todas las raices positivas puesto que hace que todos los coefi-
cientes y el resto de dividir el polinomio dado por x — 3 son positivos. Analogamente 0’5
es cota inferior de las raices positivas. Por tanto las raices positivas estaran en [Q°5, 3].

—1 es cota superior de las raices negativas y —0’5 es cota superior de las mismas por
lo que estas estaran comprendidas en [-1, -05].

Por otra parte, el polinomio derivado: 3x* — 6x se anula parax=0 y x =2,y como

P(0)=1 y P(2)=—3 es posible afirmar que en el intervalo [0°5, 2] hay una raiz.

Finalmente y teniendo en cuenta los valores de P(x) en los extremos de los intervalos
citados:

P(-1)=-3

P(-0°5)=0'125

P(0°5) = 0°375

P2)=-3

P@)= 1

se tiene que las raices estan en los intervalos: [-1,0°5] ; [-05,2] ; [2,3]

Por medio de sucesivas aproximaciones se obtienen los siguientes valores para las rai-
ces:
—0°53208 ) 065270 , 2’87950

Por el procedimiento de la Regula falsi, calcular con aproximacién hasta 0°01 las raices re-

ales de las siguientes ecuaciones:

a) 2-x+1=0

SOLUCION ‘
Dada la ecuacién_f(x) = x> —x + 1 =0 se observa que no puede tener raices positi-

vas puesto que en + V3 presenta un minimo, siendo la funcion creciente para valores supe-

riores a + /3 (y por tanto positiva) y positiva asi mismo para los valores de x € [0,+/3 ]

puesto que al ser en ellos la funcidn decreciente los valores que tome deben ser superiores

al valor minimo de la misma.

Para localizar raices negativas calculemos algunos valores de f(x):

(0) = 1
f(-1)=—1
£(-2)=-5

y por tanto la raiz estara comprendida entre 0 y-1.
La recta que pasa por los puntos (0,1) y (-1, —1) sera:
x+1 y+1
1 2 1
que corta al eje de abscisas en el punto ( — PR 0).

; 2x-i~2=y+1 ; 2x=y~1

1
f(——)=1375
-3

luego la raiz estard entre —1 y —05.
La recta que pasa por los puntos (—1,—1) y (-0’5 , 1°375) sera:



x*tl o _y*l 2375 (x + 1)= 0’5 (y + 1
—05+1 1375+1 x+D=05G+1)

que corta al eje de abscisasen x= = - 0790

b) 2*+05x-155=0
SOLUCION

x=1 = P(x)=-005

x=15 = P(x)= 42625
~0°05 (1’5 — 1)

x=1+——""" = 190058
4'2625—(—0°05)

¢c) 2*—4x-1=0

SOLUCION
x=2 = Px)=-1
x=2% =  P(x)= 4625

—-1(25 - 2)
x=2-———— "7 =20889
4625 + 1

Calcular, con exactitud hasta 0’01, por el método de Newton las raices reales de las ecua-
ciones:

a) 2_2¢-5=¢0 b) 2* = 4x
1
¢) 2x-Lnx—4=0 d) log x=—
x
SOLUCION

a) P (x)= 3x? 1

-5
x=1 P(l)=-5, PQ)=2 >~ x=1-—=3%

1
x=2 PB@2)= 1 ,P@2)=11. > x=2-—== 19091

entre ambos valores elegiremos como aproximacion de la raiz: 1°9091 comprendido entre
ly2.

b) P(x)=2*Lnx-4

x=0 P0)=1 , P'0)=-3'3069 = x = 03024
x=1 P()=-2 P(1)=-26137 = x =02348

Dado que ambos valores estan en el intervalo [0, 1] se efectuara una nueva aproxi-
macion, obteniendose:

Para x =0°3024 se obtiene x=0°3099
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¢) 2x—Lox—4 =0
1
Px)=2- —
x
x=2 P(2)=-0931 P'2)=1% = x=2%4621
x=3 P@B)= 09014 P’3)=1'6667 = x=24592
Los dos valores podrian tomarse como aproximacion de la raiz.

Efectuando una nueva aproximacion a partir de ellos se obtiene respectivamente:
x=24476 y x=24475

tomaremos pues como aproximacion de la raiz: 2’447

1
d) Logx——
X

1 1
P’(x)=—loge + —
x x

x=2 P@)=-01990 P(2)=04671 = x=24259
x=3 P@)= 01438 P(3)=02259 = x=24381

Ambos valores podrian tomarse como aproximacion de la raiz.

Aproximando nuevamente a partir de x = 2’4381 obtenemos x = 2°5062.

Calcular con exactitud hasta 0°001 la minima raiz positiva de la ecuacién tg x =x.

SOLUCION

Representemos graficamente las funciones y =tgx , y=x.

b



De acuerdo con la representacion grafica, la primera raiz positiva estara comprendida
entre 3
Ty —.
2
Para aproximar el valor se utilizara el método de Newton partiendo del valor x = 4°70
obteniéndose sucesivamente los siguientes valores:

4’6883 , 4°6670, 4’6312, 4’5805, 55284 , 44991 , 479936 , 424934

Dado que a partir de este iltimo valor las sucesivas aproximaciones difieren a partir de
la quinta cifra decimal, se tomara como aproximacion de la primera raiz positiva de la ecua-

cion dada: 4’4934.
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CAPITULO XIV
Interpolacion

Dada la tabla
log 1=0000 log 3=0477 log5=0%699
log 2=0'301  log 4= 0602

calcular, valiéndose de la interpolacion lineal, los niimeros:
log 1’7 ; 1log2’5 ; log31 ; log4%

SOLUCION

Para calcular log 1°7, teniendo en cuenta que 1 <17 <2 calcularemos la recta AB,
siendo A=(1,0) y B=(2, 0°301), que sera:

x—-1 y-0
2-1 log2-logl

y de la cual, haciendo x = 1’7 se obtendra el log 17, esto es:
I'7-1  logl7
1 0°301

Analogamente se obtendra:

= log 1'7=02107

log 2°5=0°389 a partir de log 2y log 3.
log 3’1 =0°4895 a partir de log 3 y log 4.
log 46 = 076602 a partir de log 4 y log 5.

La solubilidad del cloruro aménico en el agua a distintas temperaturas toma los siguientes
valores:

(-]

Temperatura | 10° | 20° | 30° | 40° | 50° | 60
Solubilidad 33 37 42 46 51 55

Hallar, utilizando la interpolacién lineal, la solubilidad a 32°5°.
SOLUCION
Utilizando para la interpolacion lineal los valores de la solubilidad a 30° y 40° se tiene
32’5 -30  §(32'5) - 42
40 - 30 46 - 42

de donde:
$(32°5°) = 43.
Dada la tabla
sen 10° = 0’1736 sen 13° = 02250
sen 11° = 0’1908 sen 14° = 0°2419
sen 12° = 0°2079 sen 15° = 0’2588
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completarla, calculando los valores de los senos cada medio grado, utilizando la interpola-
cién por medio de un polinomio de segundo grado.

SOLUCION
A partir de sen 10°, sen 11° y sen12° calcularemos sen 10° 30” y sen 11° 30".
La parabola que pasa por los tres puntos de referencia tiene por coeficientes las solu-

ciones del sistema:

0°1736=100a+ 10b + ¢
0°1908=121a+11b+¢c
0°2079=144a+12b +¢
del que se obtiene, restando a cada ecuacion la precedente, :
{ 00172=2la+b
00171=23a+b

y restando nuevamente:

—00001=2a = a = - 0’00005
a partir del cual se obtienen sucesivamente:

b=0'01825

¢ = 0’0039

siendo la parabola que pasa por los tres puntos:
y = — 0’00005 x2 +0°01825 x + 0’0039
que nos permite calcular:
sen 10°5° = 0’00005 . (10°5)? + 0°01825 . 10’5 + 0’0039 = 0°1839
sen 11'5°= 0°2039
Analogamente, utilizando sen 12°, sen 13° y sen 14° se calculan:
sen 12'5° = 0’2165
sen 13°5° = 02335
y, finalmente, utilizando sen 13° ,sen 14° y sen 15° , se obtiene:
sen 14°5° = 02503

Dados los cuadrados de 6, 7 y 8, calcular V35

SOLUCION
Aproximaremos mediante un polinomio de segundo grado.
Los coeficientes de la parabola seran las soluciones del sistema:

6=362a+36b+c
7=49%22a+49b +¢
8=642a+64b+c

cuyas soluciones son: a=—00003
b= 01
c= 279
y por tanto
/35 = —(55)* . 0°0003 + 55. 0’1 + 279 = 7°38



5 Losuvalores de la tension de vapor del alcohol ordinario, expresados en atmésferas, son:

Temperatura |  65° 70° 75° | 80° 185° | 90°

Tension 0’5751 0’714 | 0'876 | 1'070 | 1°299 | 1’559
Haciendo uso de la formula de Lagrange, hallar la temperatura de ebullicién a la presién
normal.
SOLUCION

Para utilizar la formula de Lagrange dispondremos un cuadro de doble entrada para
facilitar los calculos:

b 657 (70°) x: (757)  (80°) (85°) (90°)

. 0575 0’714§ 0’762? 0876 1070 1°299 1°599
0’575 — 0’139§ 0’187; 0301 0495 0724 0984
0714 -0’139  — 0’o4a§ 0162 0356 0°585 0845
0762 | 0187 0048 _ © 0’14 0308 0537 0797
os76 | “os01 ot62 o114 L 0n04 0423 0683
1070 —0495 —0’3565—0’308?—0’194 — 07229 0489
1’299 —~0724 —0'585 ;'_0’537§_0’423 —0229 — 0260
1’559 —0'984 —0'845 1—0°797 5—0’683 —0489 —0260 —

Aplicando directamente la expresion de Lagrange se obtiene:
0°048 (—0°114)(—0°308)(—0°537)(-0°797)
('—0’139)(—0’301)(—0’495)(——0’725)(——0’984-)
0°187(—0114)(—0°308)(-0°537)(—0'797)
0°139(-0’162)(—0°356)(—0°585)(-—-0845)
0°187.0°048(—0°308)(—0°537)(—0"797)
0°301.0°162(—0194)(—0°423)(—0°683)
0°187.0°048(—0114)(—0"537)(—0"797)
0°495.0°356.0°194 (—0°229)(—0°489)
0°187.0°048 (—0°114)(—0"308)(—-0°797)
0°724.0°585.0°423.0°229 (—0°260)
0°187.0°048 (—0°114)(—0°308)(—0°537)
07984.0°845.0°683.0°489.0°260

que, salvo las posibles aproximaciones que se utilicen para efectuar los calculos, da:
71'46°
que sera la temperatura de ebullicién a 762 mm de presion.

6 Una funcién estd duda por la tabla:

P(762) = 65

+ 70

+ 75

+ 80

+ 85

+ 90
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x 2| 1 2| 4

ftx) 25 | -8 | -15 -23

Formar el polinomio de interpolacién de Lagrange y hallar el valor de f(x) para x = 0.
SOLUCION

8
PO == = =D = Dx— 4~ o G+ Y- -H+

+E +2 1 4 ﬁ +1 1 2
o (2= 1x — ) = o+ D~ - 2)

a partir del cual se obtiene:

PO) =1
Dada la tabla de los valores de una funcion:
x 0 1 3 4 5
flz) 1 -3 25 129 381

caleular el valor de f(x) para x =05 y x =2 utilizando:
a)  La interpolacién lineal
b) La férmula de Lagrange

SOLUCION
a)  Utilizando la interpolacion lineal se obtiene
f(0°5) = ~-1 utilizando f(0) y f(1)
f(2)= 11 utilizando f(1) vy £3)
b)  Por el método de Lagrange, salvo aproximaciones en los cilculos, se obtiene:
£(0°5) = ~1°031
f(2)=-3



CAPITULO XV
Integracion. Calculo de primitivas

Calcular las siguientes integrales indefinidas.

3 x
a) f(2senx—2cosx+2e —I)dx

2 3 0’5
b) f - + dx
VI=x® costx 1+4?

1 3
o) [(4+32%)dx d) f — ] d& e [1-29dx
x
. [ dx X1 2
L © 4. b)) [(4-0"?)dx
SOLUCION

3
a) -2cosx—2senx+2ex—x+C

b)  2arcsenx —3tgx + 0’5 arctgx + C

3
¢) 4dx+—x*+C
4

1
d —— 4+ C
) 2x2
&) x—x¥+¢C
-lLl 4x)+ C = Ln(l 4-”4+1K‘L—K—"—
f)-—4n(—x) = Ln(l — 4x) n—n4m

g 4e1 +C

h) 4x—
Lna

Calcular las siguientes integrales indefinidas aplicando el método de integracién por partes.

a) 512 e2* dy

SOLUCION
Si se toma: f(x)= x? f(x) = 2x2x
€

g'(x)=e** 8(x) =

2
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se tiene, por la formula de integracion por partes:

) xz e2Xx e: x
Ixze Xdx = — 2x dx 1)
2 L
Aplicando nuevamente el método a la integral que aparece en el miembro de la dere-
cha:
f(x)=x '(x) =1
2x
’(x) = 2% x) =
g0 B) 2 resultara:
x e2X ez x x e2X e2X
_\. e?* x dx = - dx = -
2 2 2 4

y sustituyendo en (1) se obtiene finalmente:

. 2Xd x2 er xezx N er 2x2 —2x+l
x e = — T ——— T t— 4,
f * 2 2 4 4

b) S x? sen 2x dx

SOLUCION
cos 2x
f(x)=x? f(x)=2x g(x)=sen2x  g(x)= — 57
2 x2 cos 2x cos2x x2cos2x
sx sen 2x dx=—-——2———— - ) 2xdx= - + Sco<2x.xdx
Tomando: sen 2x
f(x)=x f'(x)=1 g’(x) = cos 2x g(x)=
resulta: 2
X sen 2x sen 2x X sen 2x cos 2x
fcos2x.xdx= — x= +
2 2 4
de donde:
2 x2 cos 2x X sen 2x cos 2x
jx sen 2x dx = — + + + C
2 2 4
c) I 22 Lnxdx
SOLUCION
Tomando f(x)=Lnx g'(x)= x2  se obtiene:

x3 x3
szLnxdx = ——Lonx —— + C
3 9



d) j x3 (Ln x)? dx

SOLUCION

[x* @nx)?dx = Lnx dx

x* (Ln x)? J' x3
4 )2

donde se ha tomado: .

Ln x X
fx)= (Lnx)* fx)=2— gx)=x* 8=~
X
y finalmente:

S R
=— (Lnx)®> —— Lnx —_—
4 8 32

tomando 1 <3 x4
f(x)= Lnx Plx)=— g'x)=— gx)=—
x 2 8
e) j (2 — x) cos 2x dx
SOLUCION:
cos 2x

2-x
I(2——x)cos2xdx= sen x——T+C

tomando: sen 2x
f(x)= 2—x fx)= —1 gx)=cos2x  g(x)= 2
§7, 5(4+2x +2x2) e?* dx
SOLUCION
2% &2%
f@+2x+x®) e% dx =4+ 2x +x? It (@ +2x) dx
e 2x
tomando: f(x)=4+2x +x%; f(x)=2 + 2x; gx)=e?*; g(x)= P
y finalmente:
e‘?x e-1x 2%
=_(4+2x +x? —(2+2 - +C
@2ty - @z S
donde se ha tomado: 2% 2
f(x)= 2+2x fx)=2 g'(x)= P g(x)=— 7

&) j e3% cos 2x dx
SOLUCION
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Tomando: Ix

f(x)=cos2x  f(x)=—2sen 2x g'(x)=e** g(x) =E3—'

resulta:
e

Ix 2
+j——e3x sen 2x dx
3 3

S e3* cos 2x dx = cos 2x

y tomando ahora:
3x

2 2
f(x) = sen 2x ’(x)=2cos 2x g'(x) =E e g(x) =§- e3%
resulta:
3x

2 4
= cos 2x e3 +—9—sen 2x 3% - f—g'cos 2x e3* dx

En esta expresion nos aparece la integral que deseamos calcular.

Aislaremos pues esta integral en el primer miembro:

4 13
Sesx cos 2x dx +T§eaxcos2x dx=—9—-_"e” cos 2x dx =

3x

= cos 2x

2
+ —sen 2x 3%
9

de donde:

9 e3x 2
ses" cos2x dx = — | cos 2x +—sen2x e¥* | + C
13 3 9

Lnx
h) 2 dx
x

SOLUCION

Tomando: .

L 1
f(x)=Lnx , g'(x)=—7 se obtiene f "2x dx = — — Lnx — L +C
x x x x

3 Calcular las siguientes integrales indefinidas atendiendo las sugerencias que se indican:

d
a) j———L (x=ta )

a+x?

SOLUCION
Tomando x=tva dx =dt \/; resulta:

atat? a

de Sdt\/a__ﬁsdt Va

a X
—— = —arctgt=—arctg ——=+ C
atx? a € a '€

1+¢2 Va
b 5 &
a—xz
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SOLUCION
Tomando x=t+/a dx=dt+/a se obtiene:

yadxzzs dt/a =£J dt

— X a —a tz a 1-—- tz
expresion que, por ser una funcidn racional, se descompone:
1 A + B AQ-t+B(1+v)
1-t2 1+t 1t 1-¢

1=A(1-t)+Bd+v)

identidad que, danto valores a t, nos da:

1
t=1 = 1:2B = B=—
2
1
t=—1 = 1=2A => A=—2-
de donde:

1 1
jdx_\/;f2+j2 dt_\/a—lfdt ljdt_
a—x* a 1+t 1—t a 2J1+t 2J)1-t

1 1
= —\/E‘—Ln(l+t)——Ln(l—t)+C =
a 2 2
1+t +
=£Ln — 4+ C =£ Ln & + C
a -t a \/;—~x

) dx ( 3 )
C, j_——"‘ x—2

9 — 4x°
SOLUCION
3t 3dt
Tomando x=— (dx= p
3 3
—dt — dt

J' dx 2 _ 2 1 j LI
9 4x? 9 — 92 9(1 = t?) 6 1-+t2
que ya apareciia en el ejercicio anterior, y por tanto :

1 1 1 1+t 1 3+2x
—In(1+t)— —Ln(l1-t) =— La +
2 2 12 1-t 12 3-2x

6
d) L
fa2+x2 o t

SOLUCION
193



Tomando: X = 2 , dx=—— resulta:
t t
adt dt
j‘dx__tz_l t’_lsdt_
a’ + x2 , , & T a 1 T a 241
a’ +— 1+—
2 t?
a
= _—arctgt + C= ——aretg—+ C
a x
e) e jsenaxdx (senzx=1—coszx)
SOLUCION
jsensxdx = j‘senzxsenx dx = j(l—cosz x) sen x dx =
08’ x

2

= j(senx—eos xsenx ydx = —eos x + +C

4 Calcular las siguientes integrales indefinidas por el método de cambio de variable.

I Vit 4+ x
) \/x!+4

SGLUCION

X

Tomando x=2tgt , dx=2(1+ tg’t)dt resulta:

F Vatglt+4 + 2t o (1410 0 dtm IVigt+1 +2 gt
J Vitg?t+4 A+t Vgt + 1
1
(Lt
cost
= | ——z2qa+ g?dt =2 [ Q+sent) 1 +eg dt = (D)
J cost

2 (1+tg® t) dt=

=2 [ (I+tgt+eent+senttgit)dt = 2 [ (1+1g? )de +2{ sent (L+1g?0)dt

la primera de las cuales es inmediata y la segunda (2) se calcula aplicando el método de inte-
gracion por partes: .
sen
f(t) = sent f(t)= eos t gm=1+tg?t gt)=tgr= —-—t de donde:
cos

dt = sent tgt + cost
cost

t
(2) = sent tgt — jcost e

1%



¥ por tanto:

x2 4

(1) = 2tgt+2zenttgt +2cost+C= x +

+
vei+H4 o P4
teniendo en cuenta quesi x=2 tgt se tiene:

2 x

ot T T RV~

" dx
O ey

SOLUCION

dt
Tomando e* =t , x=Lnt dx=— resulta:
t

a

t _ dt _J‘ dt
1 , [ =1 tvt2 -1
1-— 2 |—
t t

Efectuamos un nuevo cambio de variable:

: 1 sen u .
t=secu = dt=—03— du y se obtiene:
cosu cos? u
s sen u sen u
cos? u cos? u

1 \/ 1 . - \/7 1—cos®u
J cosu coslu cos u cos? u

r sen u

eos? u

sen u
du = f—-—-———-du
‘) 1 r———-——l pw— V1-— cos? u

=_[du=

0082 u

= u+ C=arceect + C = arcsece* + C.

dx
c) —_—
sen x cos x

SOLUCION

x
Utilizando el cambio de variable general tag?= t  se obtiene:

+C
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2dt

1+ ¢ 1 +2)dt

o 12 ) Tca-ey @)
2t 1t t(l—t%)

1+ 1+4¢

expresion racional que puede descomponerse:

14142 A B C
—_— =t +
1+t ot 1t 1+t

obteniéndose A=1

, B=1 , C=-1 porloque:

dt dt dt
M= |J—+]|— - =Lnt-Ln(1-t)—Ln(14t)+C=

t 1-t 1+t
X
7
= Ln 7 tC=Lln——— +¢C
— ¢ 1 z_x_
% 2
9 fex+1 d
x
e —1
SOLUCION i
Tomaremos: e*=t , x=Lnt , dx=—
t
e*+1 t+1 dt (t+1) dt
= | —.—= | =——
e -1 t—1 t t(t—1)

- expresion racional que puede descomponerse en:

t+1 A

tt—1) t—1

B
+— resultandko A=2, B=-1, y por tanto
t

2 dt
1= _—idt_ -—t-=2Ln(t—1)—Lnt+C=
t._

t_12 x_12
R RN C IS
t e*

= Ln

5 Calcular las siguientes integrales indefinidas de funciones racionales.

/‘x’dx
a)
x+1

SOLUCION
24 +DHx-1+1 d
Jx = - J(x DL gy = f-yde + | == =
x+1 x+1 x+1
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x2

T2

dx
5) f_______
x(x—1)(x~2)

—x +La@x+1)+C

SOLUCION
1 - _A + B + C _ A(x — I)(x - 2) + Bx(x —2) + Cx(x — 1)
x(x-1)(x-2) x x—-1 x-2 x(x — 1)}(x — 2)

1=Ax-1)(x-2)+Bx(x—-2)+Cx(x-1)
De esta identidad se obtendra, dando valores a x :
x=0 —= 1=2A -—— A=1/2
x=] —=— 1=-B —w B=-1

x=2 —=— 1=2C —— (C=1/2 de donde
"' dx 1 dx f dx
— = | — - + -
x(x — 1)(x — 2) 2x J x—1 2(x - 2)
1 1 Vvx -2
= Lnx —Ln(x— 1)+ Ln(x—2) +C = Ln—ﬁ—’;—+ c
X —

f %3 - 3x

c) — dx
1-x*

SOLUCION

Como primer paso dividiremos el numerador por el denominador.

—x? + 1)(—x)— 2 ~2xd 2
j(" 1)(f) X x = j_xdx+f = tlad-x)+C

- X 1-—-x?

9 —/‘xa—x2+1d
@—1r

SOLUCION
x3—x?+1 A B C D
= + + +
x-1* -1 (x-17 (x-1)® x-1
de donde

X —x*+1= A+BEx-D+Cx—1)*+D(x—1)°
y dando valores a x se obtiene:

1=A

x=1 —_—

x=0 =——= 1=A-B+C-D
x=2 —— 5=A+B+ C+ D
x=—-1 =—=—_-1=A_2B+ 4C-8D
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Las soluciones del sistema que se obtiene son:

A=1 , B=1 , C=2 , D=1
y por tanto:
J’x3—x2+l J‘ dx J dx f dx f dx
—_—dx = + + + =
x-1* (x—1)* (x—1)° (x —1)? x—1
-1 1

2 .
= - - + La(x—1)+C
1 21y o1 meeD

) / dx
¢ (1 +x)1 — %)

SOLUCION

dx _j' dx _f dx N
( A+xl-x*) Ja+o0a+xl-x J @1+021-x) M
1 A B C
= +
A+x)?(@Q-x) 1-x 1+x (1+x)?

1= AQ+x)?+B(1—x)1+x)+C(l-x)
de cuya resolucion se obtiene:

A=1/4 , B=14 , C=1/2

M = .[ 41 _dz) * j 4(dlx+ x) * 52(1 ixx)z B

1 1 11
=—In(l-x) +—=Lo(l+x) —— —=+C
4 4 2 1+x

) f dx
7 x* — 13x% + 36

SOLUCION
El denominador puede escribirse (x + 3)(x — 3)(x + 2)(x — 2) y se tendra:
1 A B c D
= + + +
x* —13x2+3 x+3 x-3 x+2 x-2

De esta identidad se obtiene:
=_-1/30 B=1/30 c=1/20 =_-1/20

y finalmente resulta:

1 1 1 1
—-3—0-Ln(x+3)+ ?(-)-Ln(x—3)+5Ln(x+2)— 5Ln(x—2)+g



¥ 822 —4x+8
g dx

x4 522+ 4
SOLUCION
x? —8x? 4x+8 A B C D
= + + +
x* —5x2 +4 x+2 x—2 x+1 x—1

obteniéndose: A=2

1 1
2Ln(x+2)—2Ln(x—2)+—2 Ln(x+1)+—2~Ln(x—1)+C

, B==2 , €C=1/2 , D=1/2 vy por tanto:

199






1

CAPITULO XVI
Areas y volumenes

Teniendo en cuenta que 0 <sen® x <1, acotar la integral

+ -
1

5 \’1 +— sen®x dx
0 2

SOLUCION 1 5
n
Considerando que six €[ 0 ,-2-] es 1< 1 +; sen’x < E’ por lo que:

2 7
3 3
dx <1< = dx = S £dx de donde:
V2 o 2

0

™ T4/6
T < IV6
2 4
Acotar las siguientes integrales:

1 27

d
S NZETLI j_l ——-(E-— ; go z

1
o 8+ x3 10+ 3 cosx

SOLUCION
a) S8 x€[0,1] severifica 2<+/4+x? <3 porloque

1

1 1 1
j 2dx < g Vi+x2 dx < j 3dx = 2< j Vi+xz <3
(4] 0 (/] 0

1 1 1
b) Six€[-1,1] severifica — < —
9 8+x* 7 porloque
1 1 1 1
dx dx [ dx 2 dx 2
— < 3 < —_— = —< < —
4 9 - 8+x Jo,o7 9 4 8+x3 7
¢) Six€[0,2r] severifica 1< cosx<1 porloque
27
1 1 1 27 f dx 2
— {— < — = — K —_——
13 10 + 3 cosx 7 13 o 10+3cosx 7

Hallar los valores medios de las siguientes funciones en los intervalos que se indican:
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flx) = x2 0<x<1
ftx)=a + b cos x —T < x<Fw
ftx) = sen®* x o<x<mw

SOLUCION

Las funciones dadas cumplen las condiciones exigidas en el teorema del valor medas
y por tanto éste podra aplicarse a cada una de ellas en los intervalos dados.

! 3
daxe | s ot 10 = wel - am YD
a) SO dx [3]0 3 f(a).(1-0) o 3 o 3

m n

b) S (at+bcosx)dx= [ax+bsenx] = 2ma =
-7 -

n
= 2na=(atbcosa)2r = a=a+bcosa = cosa=0 = a=i—2'

1  cos2x X sen 2x m
c) sen? x dx = (—— ydx=— — =— =
° o 2 2 2 4 0 2
n 2 m 3n
> —= gen’a .(m—=0) = senqg=—— Da=z— , @=—
2 2 4 4

Aplicgndo la regla de Barrow, calgular las siguientzes integrales def"inidas:

/ (2+x+1jdx ; /senxdx ; fonxdx ;/e"senxdx
1 0 1 °
27 5 kg
senx x
—_—dx ; dx ; f x sen x dx
0 1+ cosx 3x—1 _

SOLUCION

z x3 X2 2 29
a) (x2+x+l)dx=[—— +— +x] = —
. 3 2 . 6

™

b)g senxdx=[—cosx] =2
o )

2 2 N2
x X 3
c) xInxdx= |—Lnx—-— 2Ln2 ——
1 2 441 4

Para calcular la integral indefinida x Ln x dx se utiliza el método de integracion
por partes, tomando: f(x)=Lnx y g(x)=x.

" e* (sen x — cos x) Tt 1
d) e* senx dx= =
0 2 o 2

En el caleulo de la integral indefinida debe utilizarse, de forma reiterada, el método de
integracion por partes.



2n sen x 2w
e)J. —_— dx = [—Ln(1+eosx) =90
° 1+cosx o

* S x—1+1 s
f)[ dx ——-—dx=[x+Ln(x—l)] =24+Ln2
N 3 3

3 x—1 x—1

m

n
g) J_x senx dx = [—x cosx+senx:L =0

En el cilculo de la integral indefinida se utilizara el método de integracién por partes.

x+2

Hallar el drea del trapecio mixtilineo limitado por el eje 0X, la curva f(x) =—214—'
x x

y las

abscisas x=1y x=3.
SOLUCION

Entre las abscisas 1 y 3 la grafica de la curva f(x) no corta al eje de abscisas, por lo
que el area vendra dada por:

*ox+2 1 o 1 21
j —_—dx = ——Ln(x2+4x) =—In21 ——1In5 =Lny/— u.a.
1 x? +4x 2 1 2 2 5

Hallar el érea de la porcién de plano comprendida entre la curva y = 6x% — x3 y el eje 0X.
SOLUCION

Dado que  6x — x® =x? (6 — x), la curva corta al eje 0X en los puntos 0 y 6. Por
tanto el drea pedida sera:

6 el
X
I 6x* —x%)dx = [2x3 - I] = 108 u. a.
0 o

Calcular el drea de la figura limitada por la pardbola y = x? | porlasrectasx=1yx=3y
por el eje de abscisas.

SOLUCION

Hallar el drea de Ia figura limitada por la curva
y=x3 lorectay=1 y la vertical x =8.

SOLUCION

La representacion grafica del recinto
cuya superficie deseamos calcular esla de
la figura adjunta.

De acuerdo con ella se tendra:
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s *]? 4.067
S= 5‘ x¥ dx - S (rectangulo) = T -7= u.a

4
t 1
@ Catcular el drea de la porcién de plano limitada por los curvas y =x — 5x + 4 ey =2x? +
/ +x — 23.
SOLUCION

Los puntos de corte de las curvas dadasson x=3 y x=-9.

Antes de proceder al calculo del drea es conveniente representar graficamente el recin-
to en cuestion, aunque sea de forma aproximada.

y=x2 _5x +4
corta al eje de abscisasen x =1
yx=4.

Tiene un minimo en el
punto (2’5, —-2,25).
y=2x? +x —23

corta al eje de abscisas en, aproxi-
madamente, x = 3’15, x = —3°65. Ra—

Tiene un minimo en el

punto (—0°25, —23,125).

El area solicitada vendra dada

por:
§S=8, — Sz + S3 + Sq4 — S5 donde
! -3.65 '
5= g (x*—5x+4) dx  zona S, = f (2x? +x —23)dx zona @
- "

1

83 = S (2x? + x — 23) dx zona ‘ Sa= f (2x* +x —23)dx  zona
3.65 .

Ss = fl (x? =5x +4)dx zona E?;:‘:"&—*

Resultando finalmente S=288 u. a.

10 Hallar el drea de la porcién de plano limitada por la curva y = x> — 5x + 4l eje OXy las
rectas x=0 y x=6.

SOLUCION

La representacin grafica del recinto
solicitado es la adjunta puesto que:

y=x?_5x+4
corta al eje de abscisasenx =1, x=4y
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tiene un mimnimo en x =2.5.

De acuerdo con la representacién grafica el area sera:

Sl + s'z + 53
donde
_1
§ = ’ (x> ~5x+4)dx = 1'833
Yo
4
Sz=j x*-5x+4dx = 45
1
A6
33=J x® —5x+4)dx = 8%667
4

yportanto S = 1833+ 4’5+ 8’667 =15u. a.

Calcular el drea de la figura limitada por la pardbola y =2x — x* ylarecta y=— x.
SOLUCION

De acuerdo con la representacion
grafica del recinto que se adjunta, sera

=5 +85 -5

donde:

2 3
S, = f (2x—x?)dx , S, = ireatridngulo , §; = j (2x ~ x?) dx
° 2

y por tanto: S= 4’5 u. a.

Calcular el drea de la figura limitada por las curvas y =e* , y=¢* ylarecta x = I.

SOLUCION

Como en los ejercicios anteriores
sera preciso considerar la representacion
grafica del recinto considerado.

De acuerdo con la grafica de la
funcion exponencial resultara el grafi-
co adjunto.

El area vendra dada por:
1

1
j e* dx — S e*dx = e—24+— u.a.
o 0 ¢
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Hallar el volumen de una esfera de radio R.
SOLUCION

Una esfera es el cuerpo de revolucion que se obtiene al girar un semicirculo alrededor
del eje de abscisas.

La ecuacion de la circanferencia de radio R es :
x2+y2=R2 = y2=R2_x2

por lo que el volumen engendrado por la interseccion del semicirculo con el primer cua-
drante del plano, sera:

R 3R 3
2r R
7 (R? —x%)dx=mn (sz—i)] ==
0 3 Js 3

y el volumen de la esfera sera en definitiva:

4n R3
3

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje OX el arco de la curva
y=3x — x> comprendido entre x=1y x=3.

SOLUCION
3

3 6x* <513
V= j 7 (3x —x2)? dx = nj‘ (9x® —6x> +x¥)dx=nw [3:(3 — —4-+ 5— =64ua
1 1

1

Hallor el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje OX la curva y = sen’x,
enel intervalo x =0 hasta x=1n

SOLUCION

n ™

V= s m (sen® x)2 dx = 7 g sen*x dx
0 0

Para el calculo de esta integral se tendra en cuenta que:

1 —cos 2x 1
sen"x=(sen’x)z=(——20—3"-)2 ='Z(l—2cos2x+cos22x):
1 1  cosdx
=—(l-2cos2x+—+
4 2 2
y por tanto:
n n
nl3 sen 4x 3n?
V=n{ sen®xdx= — | —x — sen2x + =— ua
0 4 {2 0 8

Hallar la expresién del volumen limitado por la superficie engendrada por la rotacion alre-
dedor del eje OX del segmento de larecta y = 3x + 2 comprendido entrex =0y x = 2.

SOLUCION



2

2
1
V=11f (Bx+2)*dx =7 [—9—(3x+2)3] =567 u.v.
0 °

17  Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje OX la superficie com-
prendida entre las curvas:

y=x*_5x+4 y=222+x - 23
SOLUCION

El recinto comprendido entre las curvas dadas corresponde al del ejercicio 9.

Su representacion sera la de la
figura adjunta.

El volumen que se nos pide se-
rd la suma de los engendrados al girar
alrededor del eje de abscisas las zonas
rayadas.

El punto P es el punto de cor-
te de la curva

i y=x2—5x+4
con la curva
y=—2x* _x+23

simétrica de la segunda respecto al eje

0X.

V=V, +V, +V,

siendo:

-1.93 -3.65
Vi=m | (*-5x+4)?dx — n | (2x?+x—23)% dx == .13.684°6211
-9 -9
1

Vy=n S (2x? +x —23)? dx=n. 1.373°5892

-1.93
3 3
Vi=nu j. 2x*+x—-23)2dx—7 j (x* —5x +4)dx=nm . 352’5333
1 1

y por tanto:

V =15.4107436 u.y.
18  Hollar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje OX la figura limitada por
la pardbola y* =8x y porlarecta y=2.
SOLUCION
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Se entendera que se nos pide el
volumen engendrado por la zona raya-
da en la figura adjunta.

El volumen sera la diferencia en-
tre el del cilindro que engendra el seg-
mento de recta y el del cuerpo que en-
gendra el arco de parabola.

12

1
V=4<7T.——Tr§ 8xdx= 2nx
2 0

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor deleje OX el tridngulo de vérti-
ces (0,0), (0,1) y (1,1)
SGLUCION

Considerando la figura adjunta
se obtiene:

1

! T 2n
V= mdx — 7 xldx =1 - — =—
0 0 3 3

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje OX la superficie inter-
1
seccion del circulo x? +y* <1 y el semiplano 'y 23 .

SOLUCION

Considerando la figura adjunta

se obtiene:

J3/2 J?/zl 9 s \/?/2”\/_3_
V=S 7 (1-—x*)dx — S 1r—4-dx= m

0

273
, -

y el volumen total sera el doble del calculado, 0 sea: V=
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CAPITULO XVII
Integracion numeérica

Se han registrado cada dos minutos las velocidades de un coche entre la 1" y la I" 30™ y
se han obtenido los siguientes datos

Hora Velocidad (Km/h) Hora Velocidad (Km/h)
" 20 1" 16™ 53

moom 175 1" 18™ 58

hogm 17 1" 20™ 62

m 6™ 18 Ih g2m 64

m gm 22’5 1" 24m 645

"™ 30 1" 26™ 63

1" 12m 40 Ih 2g™ 61

" qm 47’5 1" 30m 55

Caleular el espacio recorrido por el coche entre la 1" y la 1™ 30™ utilizando (a) la formula
de los trapecios, (b) la formula de Simpson.

SOLUCION
a
2
S= a)-(lO+17’5+l7+18+22’5+30+40+47’5+53+58+62+64+

55
+64’5+63+61+-; ) = 21’85 Km.
b)
E=y, +y =175
1=175+18+ 30+ 475+ 58 + 64 + 63 =298
P=17+225 +40 + 33 + 62 + 645 + 61 = 320

2 2 1907

1
§=— . —=(75+4.298+2,320)= —. —— =21"18 Km.
3 %0 ¢ "5 e "

Se han calculado, con un planimetro, las dreas encerradas por las distintas curvas de nivel
cortadas por una presa de 30 m de altura, y se ha obtenido la siguiente tabla:

Cota Area (Km?) Cota Area (Km?)
810 0 826 352
812 6 828 460
814 14 830 574
816 36 832 705
818 71 834 830
820 112 836 913
822 185 838 961
824 260 840 985

Calcular el volumen del agua embalsada ( en m’)
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SOLUCION

Al no indicarnos el método a aplicar para calcular el volumen del agua embalsada se u-
tilizaran los dos métodos de que disponemos:

a)  Método de los trapecios.
V=2(6+14+36+...+961 +9;;5) =11.943Km® =11.943 10° m®
b) Formula de Simpson.
E=985 , 1=2492 , P=2987

1
V=-§. 2.(985+9.968 + 5.974)=11.284 Km® = 11.284 . 10° m? .

De una funcién desconocida f(x) se conoce la siguiente tabla de valores:

x ftx)
0 1,0
02 0’96079

0’4 085214
0’6 069768
0’8 0’52729
o 0’36788

1
Calcular el valor aproximado de f f(x) dx.

°
SOLUCION

a)  Formula de los trapecios.
1

f f(x)dx = 02 (0’5 + 3’03790 + 0’18394 ) = 0°744368
0
b)  Férmula de Simpson.

1
02
J f(x) dx = -—3 (1’36788 + 4.1°65847 + 2.1°37943 )= 0717373
0

Calcular: (a) por la férmula de los trapecios; (b) por la formula de Simpson, la integral:

3
]0 (1 +x2)3/2 dx

SOLUCION

Para calcularla calcularemos previamente los valores de la funcion subintegral para va-
loresde x entre 0 y 3 aintervalos de longitud 0°2.

X f(x) X i(x x 1(x) X (x)

0 1 0’8 2’10 1°6 672 2’4 17°58
02 1°06 1 2’83 1’8 873 2’6 21°62
0’4 1’25 12 3’81 2 1178 2’8 26°28
0’6 1°59 1’4 5’09 22 14’11 3 31°62




a)

En base a estos valores se tendra:

Formula de los trapecios:

3
'[ @ +x%)*? dx= 0°2. 14026 = 28°05
0

b)

Formula de Simpson.

»

3
02
J‘ A+x*)P7? &= —3 (32’62 + 275’68 + 110°06) = 27°89
[

Calcular, por la formula de Simpson o la de los trapecios, las siguientes integrales:

3

i

dx Yo -2 gx 'odx
— — J dx ;f
x 1) 1+x 1 X 0 I1+x

2

" senx
f xlogx dx H f dx
1 0 x

SOLUCION

Para calcular las integrales se calcularan algunos valores:

1 1 e 1
1 |1ve x T7x | Xl
0 1 1
072 096 0’83
04 0'86 071
0°6 074 0°63
0’8 061 0’56
1 1 0’5 272 05 0
12 | 083 277 010
s | o7 290 0’20
16 | 063 3’10 0’33
18 | 0756 3'36 046
2 0’5 369 0’60
22 | 045
24 | 042
26 | 0738
2’8 0’36
3 033

.3 dx F. Trapecios =0°2. 551 =110
—= 02
‘ ) x F. Simpson === (1’33 + 840 + 5°48) = 101
: F. Trapecios = 02 . 392 = 071
1
——dx =
f 2 02
o 1Hx F. Simpson = —= (1’5 + 5'88 + 3'40 ) = 0'72
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? X F. Trapecios =02 . 15’33 = 3°07
J- —dx =
1 X

02
F. Simpson =‘? (1’5 +25°04 + 11°74) = 2’88

1 1 . Trapecios =02 . 1’39=0°278
j\ dx = 02
L+x F. Simpson = —(0'6 + 2'64 +0'86 ) = 027
2 F. Trapecios =02 . 348 = 0696
xlogx dx= 0’2
1

F. Simpson = —( 15 + 508 +2'92) = 0'63

Para calcular la Gltima integral podemos considerar la siguiente tabla de valores:

0 1
/12 0’99
2n/12 095
3n/12 0°90
4n/12 0°83
57/12 0’74
6m/12 0’64
/12 0’53
8n/12 041
9n/12 0°30
10n/12 0’19
11n/12 0’09

.o 0

m
senx 3 F. Trapecios = = 707 =185

n
F. de Simpson = 2= (1+12'08 +7'10) =176



CAPITULO XVIII
Calculo de probabilidades

Se realiza la experiencia: elegir una ficha de dominé. Se dice entonces que ha sucedido A
si la suma total de puntos de la ficha extraida es i. ;Cudl es el conjunto fundamental de
probabilidad? .

SOLUCION

Dado que las fichas de dominé tienen una suma minima de cero puntos y maxima de
doce, sera:

Q= 1$0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12 { .

Si en el problema anterior se representa Bl’ obtener una suma de puntos multiplo de j, indi-
car en qué consisten los sucesos By, By, Bs, Bg, B, " Bg, B, (Bs — Bs).

SOLUCION
B,=10,2,4,6,8,10,12{
By = {0, 4,8, 12 !
Bs={ 0,510}
B = §0,6,12 |
BsNBg= 0,12
B: (Bs —Bs)=B,
Una urna contiene tres bolas blancas y siete negras. ;Cudl es la probabilidad de que una bo-
la extraida sea blanca?
SOLUCION
Hay tres bolas blancas sobre un total de diez. Habra, pues, tres casos favorables al su-

ceso “bola blanca™ y diez casos posibles, por tanto:

3
P( Blanca )=1—0-

¢Cudl es la probabilidad de que en un grupo de cinco cartas de una baraja espafiola se pre-
senten dos reyes? ;Y de que existen dos o mas reyes?

SOLUCION
a)  En una baraja espafiola hay 48 cartas. Al efectuar una extraccion de cinco cartas el

niimero de casos posibles sera C3 5, puesto que no tiene importancia el orden en que se han
extraido las cartas.

El suceso cuya probabilidad deseamos calcular es:

rey, rey, o rey, no rey, no rey g
y podremos formar un grupo de cinco cartas con esta distribucion de C3 x C&; puesto que

los dos reyes podran seleccionarse de C maneras y las tres cartas no reyes de C3 4 formas.

Por tanto:
213
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.G 43.42 43.7
P(dos reyes en cinco cartas) = : LI

Cs 2.47.46.9 47.46.3

b)  El suceso cuya probabilidad se desea calcular es:

B = (extraer dos reyes) U (extraer tres reyes) \ (extraer cuatro reyes)

y por tanto:
P(B) = P(extraer dos reyes) + P(exiraer tres reyes) + P(extraer cuatro reyes) =
Ci . Cla G} . Cs LG -Gl 444342424443+ 441
Cie Cis Cis ' 48.47.46.45.44

Una urna contiene 4 bolas blancas, 5 rojas y 6 negras. Otra contiene 5 bolas blancas, 6 ro-
jas y 7 negras. ;Cudl es la probabilidad de que al extraer una bola en cade una de ellas
ambas del mismo color?

SOLUCION

El suceso que se nos pide es:
A= extraer bolas del mismo color =(B;, ,B,)U(R; ,R))u®; N,)

donde (B, , B;) significa extraer bola blanca en la primera urna y bola blanca de la segunda
urna.
P(A)=P(B, , B;) + P(R: , Ry) + P(Ny , N;) =P(B,).P(B;) + P(R:).P(R,) +
5 5 6 6 7 46

4
+P(NDP(N)= —  —F— —  —, —=
T 18 1518 15 18 135

A,B,C lanzan une moneda en este orden. ;Cudles son las probabilidades que tienen cada uo
de sacar cara? Téngase en cuenta que cuando uno de ellos saca cara se interrumpe el juego.

SOLUCION
P(A)= .
W=7

1 1 1
P(B) = P(A no saque cara y B saque cara)= — .— =—
2 2 4
1 1 1 1
P(C) = P(A no saque cara, B no saque cara, C saque cara) =?. 53 = 3’

Una urna A contiene 12 bolas blancas y 20 negras; otra urna B contiene 15 bolas blancas y
18 negras. Se saca una bola de A y se introduce en B. Se extrae una bola de B. ;Qué proba-
bilidad hay de que la bola extraida de B sea blanca? .

SOLUCION
El suceso “’extraer bola blanca de la urna B”, que llamaremos C, consiste en:
C= (Blanca en A y blanca en B)\U (Negra en A y blanca en B)

por tanto
P(C) = P(Blanca en A y blanca en B) + P(Negra en A y blanca en B) =



1216 20 15_ 49

. + .
32 34 32 34 136

Jugando con tres dados, ;quién tiene mds probabilidad de ganar, el que juega con el niime-
ro 10 o el que juega con el niimero 12?7 .

SOLUCION

La suma de diez puntos en el lanzamiento de tres dados puede darse en las siguientes
distribuciones:

6—3—1 que segiin en qué dado aparezcan se presenta de seis formas distintas
6—2—2 que puede presentarse de tres formas

5—4—1 que puede presentarse de seis formas

5—3—2 que puede presentarse de seis formas

4-4-2 que puede presentarse de tres formas

4-3-3 que puede presentarse de tres formas

En total hay 27 casos favorables a obtener una suma de diez puntos. Por tanto:

27 27 1

P(obtener suma de 10 puntos) =—— =—— =—

6> 216 8

La suma de doce puntos puede darse en las siguientes distribuciones:

6—-5-1 que puede presentarse de seis formas
6—4—2 que puede presentarse de seis formas

6—3—3 que puede presentasre de tres formas
5—5-2 (que puede presentarse de tres formas
5—4--3 que puede presentarse de seis formas
4—4—-4 que puede presentarse de una forma

En total hay 25 casos favorables. Por tanto:

2
P(obtener suma de 12 puntos) =——
216

Tendra por tanto mayor probabilidad de ganar el jugador que juega con el niimero 10

Lanzando al aire 7 monedas, ;qué probabilidad hay de que queden cuatro caras y tres cru-
ces? ;Y de que salgan mds de tres caras?

SOLUCION
Una distribucién de cuatro carasy tres cruces puede presentarse PR%:® y por tanto:
7!
PR3-3 4! 3! 7.6.5 35 35
P(4 caras , tres cruces) = —= —= ==
VR; 2 27.3! 2 128

La probabilidad de que salgan mas de tres caras sera:

P(maés de tres caras) = P(4 caras, 3 cruces) + P(5 caras, 2 cruces) + P(6 caras, 1 cruz) +

PR3*  PR%? PR 1 35+21+7+1 64 1
+ P(7 caras) = + + + = =
VR] VR] VR] VR} 27 27 2
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Siguiendo la nomenclatura del problema 2 calcular:
P(B,) , P(Bs) , P(B, NBs) , P(Bs - By)
SOLUCION

8 6 8 1
P(Bs)=— , P(B¢)=— , P(B, NBy)=—, P(Bs — Bs)= —
(Bs) P (Bs) P (B2 N Bs) 28 (Bs — Bs) P

Para calcular estas probabilidades se calculara previamente el nimero de casos favora-
bles de cada una de las trece sumas de puntosque se pueden obtener en las fichas del domi-
no.

Demostrar que:
P(ANBNC)=P(A).P(B/A).P(C/ANB)
SOLUCION

P(A) . P(B/A) . P(C/A N B) = P(A N B). P(C/A N B) = P({A N B) N C)=P(A= BNC)

Tres jugadores A, B, C de igual maestria, estdn jugando una serie de partidas, en las que el
ganador de cada jugada consigue un punto. El que alcance primero tres puntos serd el gana-
dor definitivo. A gana las partidas primera y tercera, mientras B gana la segunda. Hillese la
probabilidad de que C sea el ganador definitivo y compararla con las probabilidades de ga-
nar que tienen A y B.

SOLUCION

Suceso gane jugador A

partida 4 5 6 7

ganador A

ganador B A

ganador B C A

ganador B C C A

ganader C A

ganador C B A

ganador C B C A

ganador C C A

ganador C C B A
1 1 1 1 1 1 1 1 1 57 19

P(gane jugador A)=—+ —+ — + —+ —+ —+ o + — + ——=— =—

3 9 27 8 9 27 8 27 81 8 27

Suceso gane jugador B” :

partida 4 5 6 7
ganador B B

ganador B C B

ganador B C C B
ganador C B B

ganador C B C B
ganador C C B B



. 1 1 1 1 1 18 6
P(gane]ugadorB)=—9—+— +—t—t—+—=—=—

27 8 27 8 8 8 27

Suceso “’gane jugador C”

partida 4 5 6 7

ganador B C C C

ganador C C C

ganador C B C C

ganador C C B C
1 6 2

1
Plgane jugador O = 0+ 4 o o T T 3

13 Se extraen simultdneamente dos cartas de una misma baraja de 52 cartas. Hillese la proba-
" bilidad de que una de ellas al menos sea yun corazén.

SOLUCION
P(al menos un corazén) = P(corazon, no corazén) + P(corazén, corazén) + P(no corazon ,

i 13 39 13 12 39 13 1.170 195
corazon) = — . — =

5251 52 51 52 51 2652 442

14 Se hace un disparo con cada uno de tres cafiones, siendo la probabilidad de hacerblaneo 0’1
0’2 y 0’3 respectivamente. Calciilese la probabilidad de cada uno de los niimeros posibles
de blancos.

SOLUCION
P( efectuar un blanco) =P [ (A, no B, no C)U(no A, B, no C)U(no A, no B, C)] =
= 0’398
P(efectuar dos blancos) =P [(A, B, no C) (A, no B, C) U(no A, B, C)] =
= 0’092
P(efectuar tres blancos) = P(A, B, C) = 0°006
P(no efectuar ningin blanco) = P(no A, no B, no C)= 0’504

donde A significa que el primer cafion haga blanco, B que lo haga al segundo y C que lo ha-
ga el tercero.

15 Una urna contiene dos bolas. Se sabe que la urna se llené tirando al aire una moneda dos
veces y poniendo una bola blanca en la urna por cada cara y una negra por cada cruz. Se ex-
trae una bola de la urna y resulta ser de color blanco. Hallar la probabilidad de que la otra
bola de la urna sea también blanca.

SOLUCION
Se trata de una experiencia que reune las condiciones del teorema de Bayes:
A= gque la segunda bola extraidasea blanca%
Ay
B

1 que la segunda bola extraida sea negra 2

que la primera bola extraida sea blanca $
27



( P(A1) . PB/A,)
P(A,). P(B/A;) + P(A,) . P(B/A, )

P(A,/B)=

Teniendo en cuenta la forma en que se ha llenado la urna las posibles composiciones
de la misma pueden ser:

(b.b) (b,n) (n,b) (n,n)

y por tanto se tendra:

1
"4

1
P(A,/B) = 2 .

(A/B) == 2
—.—+
2 4

N)lr—l

1
"4

16  Se conoce como “Urna de Polya” el siguiente experimento. Se tiene una urna con “a” bo-
las blancas y b bolas negras. En cada extraccion se saca una bola y, a continuacion, se in-
troducen ¢’ bolas de su mismo color, donde ¢’ es un niimero fijo. Se pide:

—  Calcular la probabilidad de que se obtengs una bola negra en la primera extraccion y
una blanca en la segunda.

—  Calcular la probabilidad de obtener una bola blanca en la tercera extraccion.

—~  Calcular la probabilidad de que, en cuatro extracciones, se obtengan dos bolas de co-
lores alternados.

SOLUCION

a)  Para calcular la probabilidad de obtener una bola negra en la primera extraccion y
una blanca en la segunda, P(N , B), debe tenerse en cuenta que la probabilidad de la segun-
da extraccion depende del color de la bola que haya aparecido en la primera extraccion, de
modo que:

P(N,B) = P(N).P* (B)

donde Py, es la probabilidad asociada al suceso extraer bola negra en la primera extraccion.

a

- b
P(N,B)= .
®.B) atbh “at+(d+eo)

b)  El suceso “obtener bola blanca a la tercera extraccion™ se podra descomponer del si-
guiente modo:

(-~,—,B)=(B,B,B)UB,N,B)U(N,B,B)UN,N,B)
y por tanto

P(—,-,B)=PB,B,B)+ PB,N,B)+P(N,B,B)+P(N,N,B) =

=P(B) . P;(B) .p* +P(B).P‘;(N).P* (B) +P(N) .PX(B). P* _ .(B)+

(8,8) (8,N) (N,8)
+ P(N). P:(N) . P'{N’N)(B) =
a a+tc a+2c a b atc
= +

a+b a+tb+c¢ a+b+2 a+b a+b+c a+b+2c

+ b a a+c + b b +c¢ a
a+b a+b a+b+ 2 a+b at+b+c a+b+2¢
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¢)  Que en cuatro extracciones se obtengan bolas de colores alternados s expresara como
B,N,B,N)uU(N,B,N,B)
P[B,N,B,N)o(N,B,N,B)] = PB,N,B,N)+P(N,B,N,B) =

P(B) . PA(N) . ¥, ) (B) . P¥, | o (N) + P(N) . PE(B) . P2, L (). P2 | (B)=

a b a+tc b+c
a+b a+b+c a+b+2 " a+bh+3c

+ b a b+ec a+ec
a+b a+b+c a+b+2 a+b+3c

2.a.b.(a+c).(b+c)
(a+b)at+b+c)a+b+2)a+b+3c)

17 Se ponen en una urna 10 bolas numeradas del 1 al 10. Se extraen al azar tres bolas de Ia ur-
na. Calcular lo probabilidad de que todos los nimeros extraidos sean mayores que 6. Calcu-
lar la probabilidad de que el mds alto sea un 5.

SOLUCION
a) Sepide P(abc) con a>6,b>6,¢>6.
Dado que en ¢l enunciado no se especifica distinguiremos dos casos.

a.1) Que cada hola sea devuelta a la urna tras efectuar la extraccion.
En este caso se tendra:

P(a,b,c) =P(a). P(b). P(c)
y por tanto, teniendo en cuenta que en la urna hay cuatro bolas con nimero superior a 6,se

tendra:
4 4 64
Pa,b,¢)=— . — —=——
10 10 10 1000
a.2) Que la bola extraida no se devuelva a la urna.
En este caso se tendra:
P(a,b, c)=P(a) . P*(b) . P*(c)
y por tanto
1

4
P(a,b,c)= — .
@b, 9=75 30

\olo.:

2_
"8

b)  La probabilidad que se pide puede interpretarse de dos formas:
b.1) Que apareciendo el 5 necesariamente las otras bolas sean menores que 5.
Cabe distinguir entonces entre:

b.1.1) Extraccion con reemplazamiento.
En este caso el suceso, A, se concreta del siguiente modo:

A=(5,5,5) U(5,5.¢) U(G:b,5) U (a,5,5) U 5,b.c) Ua,5,c)u(ab,5)
siendo a<5,b<5,¢<5
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de donde:
1 1 1 4 1 4 4 61
PA)=— . — . — +3. — . — — 3. —  — . — = ——
10 10 10 10 10 10 10 10 10 1000
b.1.2) Extraccion sin reemplazamiento
En este caso A se concreta del siguiente modo:
A=(G,b¢) (a,5,¢) (a,b,d)
a<5,b<5 , ¢<5
de donde .
P(A) = —_—

20

=l
S -
o |

3 3 1
—+ ——=
8 9 8

o
2=

1 3
—_———
9 8

—
Olt{k

b.2) Que no necesariamente deba presentarse e} cinco. Esto es:
A=(a,b,¢) a<5 , b<5 , ¢c<5
Deberan considerarse dos casos:

b.2.1) Extraccion con reemplazamiento:

5 5 5 1
P(A)=_'~'____ =
10 10 10 8

b.2.2) Extraccion sin reemplazamiento

18 Un arquero tiene una probabilidad 0°6 de dar en el blanco cada vez que dispara una flecha.
Se sabe que ha lanzado seis flecjas obteniendo tres blancos. Calcular la probabilidad de que
el primer lanzamiento haya dado en el blanco.

SOLUCION
Se trata de una situacion con las caracteristicas del teorema de Bayes:
A, = “primera flecha en el blanco”
A, = primera flecha fuera del blanco”

B =" tres blancos en seis lanzamientos™

P(A,).P(B/Ay)

P(AL/B) = P(A1). PB/A;) + P(A;) P(B/A;)

P(B/A;) = P( de cinco lanzamientos dos en e] blanco) = C? .06%.043=10.06% 043
P(B/A,) = P( de cinco lanzamientos tres en el blanco) = C} . 06% .04 =10. 06> 0'4?
De donde:
0°%.10.0%62 . 0’ 6
0%.10.0%%.04% + 04.10.0%6° .04%

1
P(A,/B) = ahry

19  En un examen una pregunta admite 5 posibles respuestas y el alumno debe sefialar con una
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20

21

X la respuesta correcta. Se sabe que la probabilidad de que un determinado alumno sepa la

2
respuesta es-3— y la probabilidad de que acierte la respuesta correcta eligiéndola al azar es

1

3

Calcular la probabilidad de que el alumno supiera lo que se le preguntaba si se sabe que ha
elegido la respuesta correcta.

SOLUCION
A, = el alumno conoce la respuesta correcta™

A, = "el alumno no conoce la respuesta”

B = "’el alumno ha elegido la respuesta correcta™ 9
—.1
P(A,) . P(B/A 3 6
P(A,/B) = (A)  PB/A) = -
P(A,).P(B/A;) +P(A;) . P(B/A,) 6 + 1 7
9 9

Dos urnas A y B contienen bolas de colores, la primera 6 blancas y 7 azules, la segunda 5
blancas y 3 azules. Calcular la probabilidad de sacar una bola blanca si se escoge un saco al
azar y luego se saca una bola de él. Calcular la probabilidad de sacar una bola azul si se me-
ten todas las bolas en una sola urna y luego se extrae una bola de ésta.

SOLUCION
a)  P(obtener bola blanca eligiendo una urna al azar ) =
= P(blanca en primera urna).P(extraer en primera) + P(Blanca en segunda urna) .
P d L +
. P(extraer en segunda) =.— . —
( gunda) =—==.—

b)  P(obtener bola azul si se juntan las bolas ) = E_

Tres urnas contienen bolas de colores, la primera 3 blancas y 5 rojas, la segunda 6 rojas y 4
negras, la tercera 6 blancas, 2 rojas y 3 negras. Se lanza un dado. Si sale un 1 o un 2 se ex-
trae entonces una bola de la primera urna, si un 3 o un 4, una bola de la segunda urna y si
un 5 0 un 6 una bola de la tercera urna. Se sabe que se ha extraido una bola roja. Calcular
la probabilidad de que en el dado haya salido un 5 o un 6.
SOLUCION

A, = ”en el dado sale un 1 6 un 2”

A, = "en el dado sale un 3 6 un 4

A3 = "en el dado sale un 56 un 6”

B = "extraer bola roja”

(AL By = P(As) P(B/A;) )
77 (A1) P(B/A1) + P(A;) P(B/A,) + P(A3) P(B/As)
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